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Поскольку

lim
𝑛→∞

𝐶(𝑛) = ∞,

а при 𝑝 > 1 выполняется неравенство

lim
𝑛→∞

𝐶𝑝(𝑛) <∞,

то из (24) и (25) следует, что сильного условия Шоке с весом не может быть.

Теорема доказана.
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М.А. Башкин

ЧЕТНО-ОДНОРОДНЫЕ НЕРАСЩЕПИМЫЕ СУПЕРМНОГООБРАЗИЯ
С РЕТРАКТОМ CP

1|4
𝑘+1𝑘31 ПРИ 𝑘 ≥ 3

В статье содержится классификация четно-однородных нерасщепимых супермногообразий,
связанных с комплексной проективной прямой, ретракт которых определяется голоморфным
векторным расслоением с сигнатурой CP

1|4
𝑘+1𝑘31 при 𝑘 ≥ 3.

Ключевые слова:четно-однородное нерасщепимое супермногообразие, ретракт, голоморф-
ное векторное расслоение, сигнатура, голоморфное векторное поле.
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M.A. Bashkin

EVEN-HOMOGENEOUS NON-SPLIT TORUS SUPERVARIETIES WITH
RETRACT AT CP

1|4
𝑘+1𝑘31 AT 𝑘 ≥ 3

This paper contain the classification of non-split even-homogeneous supermanifolds over the
complex projective line whose retract corresponds to a holomorphic vector bundle of the signature,
where CP

1|4
𝑘+1𝑘31 at 𝑘 ≥ 3.

Key words:even-homogeneous non-split supermanifold, sretract, holomorphic vector bundle,
signature, holomorphic vector field.

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований, грант 07-
01-00230.

Как известно, любое голоморфное расслоение над CP1 единственным образом раз-
лагается в прямую сумму расслоений на прямые. Обозначим через L𝑘 голоморфное
расслоение на прямые степени 𝑘. Пусть E → CP1 голоморфное векторное расслоение
ранга 4, представленное в виде E = L−(𝑘+1) ⊕ L−𝑘 ⊕ L−3 ⊕ L−1, где 𝑘 ≥ 3. Обозначим

через CP
1|4
𝑘+1𝑘31 расщепимое супермногообразие, определяемое расслоением E.

Покроем CP1 двумя аффинными картами 𝑈0 и 𝑈1 с локальными координатами 𝑥 и
𝑦 = 𝑥−1 соответственно. Тогда функции перехода супермногообразия CP

1|4
𝑘+1𝑘31 в 𝑈0∩𝑈1

имеют вид 𝑦 = 𝑥−1, 𝜂1 = 𝑥−(𝑘+1)𝜉1, 𝜂2 = 𝑥−𝑘𝜉2, 𝜂3 = 𝑥−3𝜉3, 𝜂4 = 𝑥−1𝜉4, где 𝜉𝑖 и 𝜂𝑖 –
базисные сечения расслоения E над 𝑈0 и 𝑈1 соответственно.

Обозначим через 𝑇𝑔𝑟 =
4
⊕

𝑝=−1
(𝑇𝑔𝑟)𝑝 градуированный касательный пучок супермного-

образия CP
1|4
𝑘+1𝑘31 и через 𝜈(CP1, 𝑂𝑔𝑟) супералгебру Ли векторных полей на нем. Имеет-

ся естественное действие этой супералебры Ли на рассматриваемом супермногообразии.
Если ограничение этого действия на четную компоненту сюръективно, то супермного-
образие называется четно-однородным.

Рассмотрим следующую задачу: описать чётно-однородные нерасщепимые суперм-
ногообразия с ретрактом CP

1|4
𝑘+1𝑘31, 𝑘 ≥ 3.

Опишем когомологии касательного пучка с помощью коциклов Чеха в покрытии
𝑈 = {𝑈0, 𝑈1}.

Из теоремы 14, доказанной в [1], вытекает

Лемма 1. Базис пространств 𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟)𝑞) 𝑞 = 2, 4 может быть представлен
следующими коциклами:

1) 𝑞 = 2

𝑥−𝑟𝜉1𝜉2
𝜕
𝜕𝑥

(𝑟 = 1, . . . , 2𝑘 − 2), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉2𝜉3 𝜕
𝜕𝜉3

(𝑟 = 1, . . . , 2𝑘), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉2𝜉4 𝜕
𝜕𝜉4

(𝑟 = 1, . . . , 2𝑘),

𝑥−𝑟𝜉1𝜉3
𝜕
𝜕𝑥

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘+1), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉3𝜉2 𝜕
𝜕𝜉2

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘+3), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉3𝜉4 𝜕
𝜕𝜉4

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘+3),

𝑥−𝑟𝜉1𝜉4
𝜕
𝜕𝑥

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘−1), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉4𝜉2 𝜕
𝜕𝜉2

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘+1), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉4𝜉3 𝜕
𝜕𝜉3

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘+1),
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𝑥−𝑟𝜉2𝜉3
𝜕
𝜕𝑥

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘), 𝑥−𝑟𝜉2𝜉3𝜉1 𝜕
𝜕𝜉1

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘 + 2), 𝑥−𝑟𝜉2𝜉3𝜉4 𝜕
𝜕𝜉4

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘 + 2),

𝑥−𝑟𝜉2𝜉4
𝜕
𝜕𝑥

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘 − 2), 𝑥−𝑟𝜉2𝜉4𝜉1 𝜕
𝜕𝜉1

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘), 𝑥−𝑟𝜉2𝜉4𝜉3 𝜕
𝜕𝜉3

(𝑟 = 1, . . . , 𝑘),

𝑥−1𝜉3𝜉4
𝜕
𝜕𝑥
, 𝑥−𝑟𝜉3𝜉4𝜉1

𝜕
𝜕𝜉1

(𝑟 = 1, 2, 3), 𝑥−𝑟𝜉3𝜉4𝜉2 𝜕
𝜕𝜉2

(𝑟 = 1, 2, 3), 𝑥−𝑟𝜉2𝜉3𝜉4 𝜕
𝜕𝜉1

(𝑟 = 1, 2),

𝑥−𝑟𝜉1𝜉2𝜉3
𝜕
𝜕𝜉4

(𝑟 = 1 . . . 2𝑘+2), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉2𝜉4 𝜕
𝜕𝜉3

(𝑟 = 1, . . . , 2𝑘−2), 𝑥−𝑟𝜉1𝜉3𝜉4 𝜕
𝜕𝜉2

(𝑟 = 1, . . . , 4),

2) 𝑞 = 4

𝑥−𝑟𝜉1𝜉2𝜉3𝜉4
𝜕
𝜕𝑥

(𝑟 = 1, . . . , 2𝑘 + 2).

Рассмотрим подпучок 𝐴𝑢𝑡(2)𝑂𝑔𝑟 = exp((𝑇𝑔𝑟)2 ⊕ (𝑇𝑔𝑟)4) пучка 𝐴𝑢𝑡𝑂𝑔𝑟 . Согласно тео-
реме Грина, множество супермногообразий с заданным ретрактом (𝑀,𝑂𝑔𝑟) изоморфно
множеству орбит группы 𝐴𝑢𝑡E на множестве 𝐻1(𝑀,𝐴𝑢𝑡(2)𝑂𝑔𝑟).

Справедливо

Предложение 1 (см. [1]).Пусть заданы такие подпространства 𝑄2𝑝 ⊂ 𝑍1(𝑈, (𝑇𝑔𝑟)2𝑝)
(𝑝 = 1, 2), что каждый класс когомологий из 𝐻1(𝑀, (𝑇𝑔𝑟)2𝑝) содержит ровно по одному
коциклу из 𝑄2𝑝(𝑝 = 1, 2). Тогда любой класс когомологий из 𝐻1(𝑀,𝐴𝑢𝑡(2)𝑂𝑔𝑟) представ-
ляется единственным коциклом вида 𝑧 = exp(𝑢2 + 𝑢4), 𝑢2 ∈ 𝑄2, 𝑢

4 ∈ 𝑄4.

Мы будем говорить далее о задании супермногообразия (𝑀,𝑂) коциклом 𝑢2 + 𝑢4,
подразумевая, что (𝑀,𝑂) соответствует коциклу 𝑧 = exp(𝑢2 + 𝑢4).

Рассмотрим точную последовательность (см. [2])

(1) 0 −→ 𝐸𝑛𝑑E −→ 𝜈(CP1, 𝑂𝑔𝑟)0
𝛽−→ 𝑠ℓ2(𝐶) −→ 0.

Подалгебра 𝑎 ⊂ 𝜈(CP1, 𝑂𝑔𝑟)0 расщепляет последовательность (1) если 𝛽 изоморфно
отображает ее на 𝑠ℓ2(𝐶) или, что равносильно, имеем разложение в полупрямую сумму
𝜈(CP1, 𝑂𝑔𝑟)0 = 𝐸𝑛𝑑E ⊕ 𝑎. В работе [2] показано, что супермногообразие с ретрактом
(CP1, 𝑂𝑔𝑟) четно-однородно тогда и только тогда, когда на него поднимается некоторая
подалгебра 𝑎, расщепляющая (1). В этой ситуации мы будем говорить, что супермного-
образие (CP1, 𝑂𝑔𝑟) является четно-однородным относительно 𝑎. В рассматриваемом
случае с точностью до изоморфизма из 𝐴𝑢𝑡E существуют лишь следующие расщепля-
ющие подалгебры 𝑎 ∼= 𝑠ℓ2(𝐶) (см. [2], ниже приводятся базисы этих подалгебр):

при 𝑘 = 3

𝑎1 : 𝑒 = 𝜉3
𝜕

𝜕𝜉2
+

𝜕

𝜕𝑥
, ℎ = −2𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− 4𝜉1

𝜕

𝜕𝜉1
− 4𝜉2

𝜕

𝜕𝜉2
− 2𝜉3

𝜕

𝜕𝜉3
− 𝜉4

𝜕

𝜕𝜉4
,

𝑓 = −𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝜉2
𝜕

𝜕𝜉3
− 4𝑥𝜉1

𝜕

𝜕𝜉1
− 3𝑥𝜉2

𝜕

𝜕𝜉2
− 3𝑥𝜉3

𝜕

𝜕𝜉3
− 𝑥𝜉4

𝜕

𝜕𝜉4
;

при 𝑘 ≥ 3

𝑎2 : 𝑒 =
𝜕

𝜕𝑥
, ℎ = −2𝑥

𝜕

𝜕𝑥
− (𝑘 + 1)𝜉1

𝜕

𝜕𝜉1
− 𝑘𝜉2

𝜕

𝜕𝜉2
− 3𝜉3

𝜕

𝜕𝜉3
− 𝜉4

𝜕

𝜕𝜉4
,
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𝑓 = −𝑥2 𝜕
𝜕𝑥

− (𝑘 + 1)𝑥𝜉1
𝜕

𝜕𝜉1
− 𝑘𝑥𝜉2

𝜕

𝜕𝜉2
− 3𝑥𝜉3

𝜕

𝜕𝜉3
− 𝑥𝜉4

𝜕

𝜕𝜉4
.

Обозначим через 𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟))
𝑎 множество 𝑎-инвариантных классов когомологий.

Лемма 2. 1) Пространство 𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟)2)
𝑎1 = {0}.

2) Базис пространства 𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟)2)
𝑎2 может быть представлен следующими

коциклами:

𝑘 = 3

2𝑥−1𝜉2𝜉4
𝜕

𝜕𝑥
+4𝑥−2𝜉2𝜉4𝜉1

𝜕

𝜕𝜉1
+3𝑥−2𝜉2𝜉4𝜉3

𝜕

𝜕𝜉3
, 2𝑥−1𝜉3𝜉4

𝜕

𝜕𝑥
+4𝑥−2𝜉3𝜉4𝜉1

𝜕

𝜕𝜉1
+3𝑥−2𝜉3𝜉4𝜉2

𝜕

𝜕𝜉2
;

𝑘 ≥ 4

2𝑥−1𝜉3𝜉4
𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑘 + 1)𝑥−2𝜉3𝜉4𝜉1

𝜕

𝜕𝜉1
+ 𝑘𝑥−2𝜉3𝜉4𝜉2

𝜕

𝜕𝜉2
.

Доказательство. Для 𝑎2 воспользуемся теоремой 15 из [1]. В случае подалгебры 𝑎1
доказательство проводится аналогично.

Аналогично предыдущей лемме доказывается

Лемма 3. Для любой расщепляющей подалгебры 𝑎 𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟)4)
𝑎 = {0}.

Пусть 𝜆2: 𝐴𝑢𝑡(2)𝑂𝑔𝑟 → (𝑇𝑔𝑟)2 – гомоморфизм пучков, сопоставляющий каждому рост-
ку автоморфизма 𝑎 2-компоненту элемента log 𝑎 в (𝑇𝑔𝑟)2 ⊕ (𝑇𝑔𝑟)4.

Обозначим через 𝐻1(CP1, 𝐴𝑢𝑡(2)𝑂𝑔𝑟)
𝑎 – множество классов, определяющих четно-

однородные относительно 𝑎 супермногообразия.

Предложение 2. 𝑎 – подалгебра, расщепляющая последовательность (1), то 𝜆*2
биективно отображает множество 𝐻1(CP1, 𝐴𝑢𝑡(2)𝑂𝑔𝑟)

𝑎𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟)2)
𝑎.

Доказательство следует из предложения 1 и леммы 3.

В [3] описано условие подъема векторного поля на нерасщепимое супермногообра-
зие с его ретракта. Используя это условие и лемму 3, получаем, что четно-однородные
относительно 𝑎 супермногообразия задаются коциклами вида 𝑢2, где класс [𝑢2] 𝑎-
инвариантен и [𝑢2, 𝑢2] = 0. Так как условие [𝑢2, 𝑢2] = 0 выполняется для всех коциклов
леммы 2, то справедлива

Теорема 1. Для любой расщепляющей подалгебры 𝑎 четно-однородные относи-
тельно 𝑎 супермногообразия задаются коциклами из леммы 2.

Тем самым описаны все четно-однородные нерасщепимые супермногообразия с ре-
трактом CP

1|4
𝑘+1𝑘31 при 𝑘 ≥ 3. Проведем классификацию четно-однородных супермно-

гообразий с точностью до изоморфизма. Для этого нужно рассмотреть только случай
пространства 𝐻1(CP1, (𝑇𝑔𝑟)2)

𝑎2 при 𝑘 = 3.

В работе [2], предложение 12, дано описание алгебры 𝐸𝑛𝑑E. Приведем его в более
удобных для нас терминах. Эндоморфизм 𝛼 ∈ 𝐸𝑛𝑑E в окрестности 𝑈0 имеет вид
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



4

1

)()(
j

jjii xa  , 4,,1 i , (2)

где  ))(( xaA ij  –  матрица с элементами  )( 0UFaij  . Матрица  A  полностью определяет эндо­
морфизм a , причем EAuta  тогда и только тогда, когда A  обратима в соответствующем кольце 
матриц. Используя предложение 6 из работы [1] получаем
Теорема 2. 1) С точностью до изоморфизма существует три нерасщепимых четно-однородных  
супермногообразия с ретрактом 4|1

4331CP , заданных соответственно коциклами:
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2) С точностью до изоморфизма существует одно нерасщепимое четно-однородное  

супермногообразие  с  ретрактом  4|1
311kkCP  при 4k ,  представленное  коциклом 
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В.Ф.Чаплыгин

ПОЭТАПНОЕ ФОРМИРОВАНИЕ УМСТВЕННЫХ ДЕЙСТВИЙ И ПОНЯТИЙ
В статье показана возможность использования концепции известного отечественного пси­

холога П.Я.Гальперина в преподавании математического анализа  при формировании основных 
понятий и выработке навыков решения задач.

Ключевые слова: умственные действия, формирование понятий, преподавание математиче­
ского анализа, теория поэтапного формирования умственных действий.

V.F. Chaplygin

STAGE-BY-STAGE FORMATION OF INTELLECTUAL ACTIONS AND CONCEPTS
This paper  presents  an  opportunity  of  using  the  concept  of  the  famous  Russian  psychologist 

P.Y. Galperin of teaching mathematical analysis during the formation of fundamental notions and devel­
oping the skills of problem solution.

Keywords: ntellectual actions, formation of concepts, teaching the mathematical analysis, the the­
ory of stage-by-stage formation of intellectual actions.
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