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где  ))(( xaA ij  –  матрица с элементами  )( 0UFaij  . Матрица  A  полностью определяет эндо­
морфизм a , причем EAuta  тогда и только тогда, когда A  обратима в соответствующем кольце 
матриц. Используя предложение 6 из работы [1] получаем
Теорема 2. 1) С точностью до изоморфизма существует три нерасщепимых четно-однородных  
супермногообразия с ретрактом 4|1

4331CP , заданных соответственно коциклами:
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2) С точностью до изоморфизма существует одно нерасщепимое четно-однородное  

супермногообразие  с  ретрактом  4|1
311kkCP  при 4k ,  представленное  коциклом 
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ПОЭТАПНОЕ ФОРМИРОВАНИЕ УМСТВЕННЫХ ДЕЙСТВИЙ И ПОНЯТИЙ
В статье показана возможность использования концепции известного отечественного пси­

холога П.Я.Гальперина в преподавании математического анализа  при формировании основных 
понятий и выработке навыков решения задач.

Ключевые слова: умственные действия, формирование понятий, преподавание математиче­
ского анализа, теория поэтапного формирования умственных действий.

V.F. Chaplygin

STAGE-BY-STAGE FORMATION OF INTELLECTUAL ACTIONS AND CONCEPTS
This paper  presents  an  opportunity  of  using  the  concept  of  the  famous  Russian  psychologist 

P.Y. Galperin of teaching mathematical analysis during the formation of fundamental notions and devel­
oping the skills of problem solution.

Keywords: ntellectual actions, formation of concepts, teaching the mathematical analysis, the the­
ory of stage-by-stage formation of intellectual actions.
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Разработанная П.Я.Гальпериным концепция о сложных многоплановых изменениях, связанных 
с образованием у человека новых образов, действий и понятий, предусматривает наличие шести эта­
пов, в течение которых происходят эти изменения. Перечислим эти шесть этапов. На первом из них 
формируется мотивационная основа действия. На втором обозначается ориентировочная основа дей­
ствия. На третьем этапе происходит материализация намеченных действий. Четвертый этап – "гром­
кая социализованная речь", когда намеченная ориентировочная деятельность отражается не в матери­
альных действиях, а в речи, которая на пятом этапе переходит из внешней речи в речь "про себя". И, 
наконец, на шестом этапе речевое выражение действия уходит из сознания и заменяется его предмет­
ным содержанием. Сказанное выше отнюдь не означает, что при формировании того или иного ум­
ственного действия или понятия будут присутствовать в явном виде все шесть перечисленных эта­
пов, некоторые их них могут быть опущены. Однако, проектируя работу по формированию каждого 
конкретного действия или понятия, следует рассматривать полную систему, предусмотренную кон­
цепцией. При этом применение концепции П.Я.Гальперина в конкретной ситуации не должно носить 
чисто формальный характер, механически проектироваться на нее. Оно должно быть разумным, кри­
тическим, сознательным, носить творческий характер, отвечающий условиям поставленной задачи.

Далее будет рассмотрено применение описанной концепции на примерах из методики обучения 
математическому анализу в классических университетах студентов физических специальностей, что, 
впрочем, не мешает использовать эту методику, может быть частично, и в других высших учебных 
заведениях, например, технических или педагогических университетах. Речь пойдет о формировании 
понятия производной функции, способах вычисления и приложениях тройного интеграла.

Производная  и  дифференциал  функции  являются  важнейшими  понятиями  математического 
анализа. При введении понятия производной функции в точке рассматривается ряд задач из геомет­
рии, механики, физики, которые приводят к одной и той же математической операции, а именно, на­
хождению предела отношения приращения функции к соответствующему приращению аргумента. 
Здесь имеет смысл привести задачу о касательной к графику функции, а также задачи физического 
содержания, например, о нахождении мгновенной скорости движения материальной точки, электри­
ческих зарядов, радиоактивного распада и т.п. Такой подход позволяет создать у студентов мотива­
ционную основу для формирования понятия производной. Все сказанное составляет содержание пер­
вого этапа. На втором этапе осуществляется переход от конкретных задач к общей ситуации, более 
абстрактной. Отказываясь от функций, описывающих реальные физические процессы, вводим опре­
деление производной функции f(x) в точке x0 как предела отношения
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После этого проговаривается алгоритм выполнения действий, которые приводят к нахождению 
производной: 
1) дать приращение аргументу х;
2) выразить приращение функции у;

3) составить отношение x
y




;
4) перейти в нем к пределу при стремлении х к нулю.

Здесь необходимо предупредить об одном заблуждении, которое может возникнуть у студен­
тов, понимающих производную как синоним мгновенной скорости механического движения или дру­
гого физического процесса. От такой подмены понятия, его вульгаризации студентов следует предо­
стеречь. Конечно, для функции  S(t), выражающей зависимость расстояния, пройденного материаль­
ной точкой, от времени, S'(t) – это мгновенная скорость движения. Но это лишь одна из интерпрета­
ций производной, но есть функции, описывающие другие физические явления и зависимости. Здесь 
уместно напомнить историю вопроса, подход к понятию производной И.Ньютона и Г.Лейбница.

После этого можно перейти к нахождению производных конкретных функций и выводу правил 
дифференцирования, сопровождая действия все меньшими и меньшими словесными комментариями, 
а конце концов можно и вовсе отказаться от них. Затем требуется выработать устойчивый навык диф­
ференцирования функций на достаточно большом количестве разнообразных примеров. В результате 
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будет сформировано понятие производной функции и выработана техника дифференцирования. Од­
нако следует предупредить студентов, что в некоторых случаях значение производной можно найти 
только по определению, а не в результате формального применения правил дифференцирования. Для 

этого можно найти производные в точке х=0 функций f(x)=х|x|, (x)= 2

1
xe

  для х 0 и (0)=0.

Рассмотрим далее второй пример, относящийся к выработке системы действий при вычислении 
тройных интегралов и их применении к решению физических задач. Часто при введении понятия 
тройного интеграла рассматривается задача о нахождении массы тела, если известна его точечная 
плотность. В качестве приложений тройного интеграла рассматриваются задачи об отыскании момен­
тов тела различных порядков, центра масс, задачи из теории потенциала. Все эти задачи создают хо­
рошую мотивационную основу для изучения тройного интеграла. Приведем одну конкретную задачу. 
Пусть требуется найти центр масс тела, ограниченного поверхностями z=6–x2–y2,  z= 22 yx  , если 
его плотность в точке (x, y, z)=| x y z|. Первое, что требуется сделать, – это наметить план действий. 
Как известно, для вычисления координат центра масс необходимо знать статические моменты тела 
относительно координатных плоскостей и его массу. Тем самым задача сводится к нахождению этих 
величин. В рассматриваемой задаче в силу симметрии тела относительно оси 0z первые две коорди­
наты центра масс  x0=0,  у0=0 (и это студенты-физики хорошо понимают). Таким образом, остается 
найти статический момент тела относительно координатной плоскости Х0Y – Мху, массу тела М, и то­

гда z0=
M

M xy . Для того, чтобы найти эти две величины, требуется вычислить два тройных интеграла. 

При вычислении тройных интегралов студенты часто затрудняются представить и изобразить тело, 
по которому ведется интегрирование, и найти его проекции на координатные плоскости. Неправиль­
ное представление может привести к ошибке. В данной задаче достаточно найти проекцию тела на 
плоскость  Х0Y. Из системы уравнений z=6-x2–y2, z= 22 yx   получаем уравнение z2+z–6=0, откуда 
z=2. Следовательно, проекцией является круг x2+y2  4. Таким образом, 
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,
где D – круг, заданный неравенством x2+y2  4. Дальнейшие вычисления нетрудно выполнить, если 
перейти к полярным координатам,  что,  впрочем,  то же самое,  если сразу ввести цилиндрические 
координаты.

Конечно, на одном примере научить студента невозможно. Но тем не менее необходимо выде­
лить основные моменты, предупредить возможные ошибки, предусмотреть затруднения, свести зада­
чу к менее сложной, провести анализ задачи (в рассмотренном случае он был восходящим), все это 
входит в педагогическую задачу преподавателя.

На двух приведенных примерах прозрачно просматривается планомерно-поэтапное формирова­
ние умственных действий. Когда студенты разберут  под руководством преподавателя и самостоя­
тельно достаточно большое количество задач, приобретут опыт, необходимость во внешней речи со­
кратится. Студент проговаривает мысленно проводимые действия и доводит их позже до автоматиз­
ма.

Выше рассмотрены лишь два примера использования идеи П.Я.Гальперина в преподавании ма­
тематического анализа. Не менее убедительно она применима при введении понятия определенного 
интеграла, предела функции в точке и ряде других случаев.

В заключение следует отметить, что предложенные подходы можно использовать не только для 
студентов физических, но и других специальностей.
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