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БАРИОПЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
В работе методами барианализа, разработанного автором, исследуются алгебраические 

уравнения  пятой  и  бариуравнения  произвольной степени;  устанавливается  связь  последних 
уравнений с алгебраическими поверхностями (теоремой Безу) и дифференциальными уравне­
ниями Абеля.
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BARI-OPERATION METHOD OF SOLVATING THE ALGEBRAIC EQUATIONS
In the work by means of bari-analisis methods, developed by the author, are investigated the al­

gebraic equations of the 5-th and bari-equations of any degree; connection of last equations with al­
gebraic surfaces (the theorem of Bezu) and Abel's differential equations is established.

Keywords:  bari-analisis, the algebraic equations of the 5-th degree, bari-equations, algebraic 
surfaces, the theorem of Bezu, Abel's differential equations

Данная работа является продолжением работ [1, 2, 3]. Напомним определения и обозначения 
из [4]. Пусть A — коммутативная ассоциативная алгебра с делением над полем P (с единицей e). 

Рассмотрим множество An+1, элементами которого являются упорядоченные )1( n -ки чисел из 
A вида 

nxxxxxxx ,,,;; 2100     (   n
nxxxx A ,,, 21  ) .(1)

Для элемента (1) определим баримоменты k-го порядка: 

  }),,1,0{(10 nkxxxxx k
kk ⋯  n . (2)

Посредством (2) элемент (1) можно записать в канонической форме:
112010 /,,/,/;  nn xxxxxxxx 

. (3)
При этом возможный нуль в знаменателе (соответственно нуль в числителе слева) будем на­

зывать нестандартным нулём и обозначать символом  (соответственно  — нестандартной 

бесконечностью и обозначать символом ). Элементы xxx ;0 , yyy ;0
An+1 на­

зываются бариравными, если

   yx kk     nk . (4)
Линейные алгебраические операции над элементами множества An+1 определим так:

)A,P,( 1 nyx

xxx ;0  ,       yxyx kkk    ( nk ); (5)
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где параметр 1s . Операции (5), (6) удовлетворяют аксиомам коммутативной ассоциативной 

алгебры.  При  этом  нулевым  является  элемент  вида  
x;00~ 

,  противоположным  к 

xxx ;0  — элемент вида xxx ;0 , единицей — элемент вида 
0;ee 

. С это­
го момента элементы вида (1) (или (3)) называются бариэлементами n-го порядка (БЭЛ), а множе­

ство 
n
sA

 таких БЭЛ — при 1s  ( 1s ) эллиптической (гиперболической) бариалгеброй 
(БА) n-го порядка над полем P. Поскольку компоненты БЭЛ (1) являются элементами из A , то на­
ряду с умножением БЭ (1) на скаляр   P можно определить его умножение на элемент a  A по 
формуле

xxaxa ;0 . (7)
Поэтому множество An+1 можно трактовать ещё как барилинейное пространство (БЛП) над 

алгеброй A.

Если A — алгебра с инволюцией: x → x [6], то на БА 
n
sA

 инволюцию x → x можно 
определить так: 

         n
 kxsxxx knk 100 ,  . (8)

При этом БЭЛ x называется бариэрмитовым, если 
 xx , т.е. если

     n


kxsxxx knk 100 , . (9)
Введём бариунитарные БЭ вида

 n keeeee k 0,,0,,,,;0,0;0 
, (10)

где  стоит на k-м месте. В силу (2), (4) 
 k

j e
 

  ee j
kk

j  
, где 

j
k  — стандартный 

символ Кронекера. Поэтому ввиду (4), (5) (7)

k
k exx 

,
где здесь и дальше используется краткая тензорная форма записи. Следовательно, (10) — это есте­
ственный барибазис в An+1, а баримоменты (2) — естественные барикоординаты БЭЛ (1) отно­

сительно базиса (10). Наряду с естественным барибазисом (10) на БА  
n
sA

 существуют спек­
тральный барибазис (эллиптический со знаком « - » и гиперболический со знаком « + »)
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
  )( nk , 11)
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 этих базисов обладают 
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Для каждого 
n
sx A
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  


 k
n
k k xx 0 , (12’)

где спектральные барикоординаты (СБК)

   
  n

j
j

k
j

kk xxnx 0 )(,)1( 
(12)

– собственные (спектральные) значения БЭЛ x , отвечающие его собственным элементам (11), 
то есть

    kkk xx 
,

а  


 )(, 0
n
k

kk
def

yxyx
) – барискалярное произведение БЭЛ x  и  y . Собственные 

значения (12) одновременно являются корнями характеристического уравнения

      0tr1; 0
11   

 n
k

kn
k

kn
def

xxP 
, (13)

где     nkxktr  – след k-го порядка барилинейного оператора умножения  sx
 на БЭЛ 

x  (подробнее в [4]). В частности, 
  00 )1(tr xnx 

, 
  xxn dettr 

.
Рассмотрим на спектральной алгебре A [1,4] произвольное алгебраическое уравнение (АУ) 

    010
11   

 n
k

kn
k

kn
def

sassP
, (14)

где  n kak A  – коэффициенты полинома  sP . Как известно [1,4], для любого полинома 

 sP  )1( n -й  степени  существует  порождающий  его  БЭЛ  
n
sx A

 такой,  что 
   xsPsP ; , то есть

   n kax kktr . (15)

где левые части – однородные многочлены (формы) k-й степени  nk . Как известно [4,5], си­

стема (15) совместна и имеет от одного до )!1( n  разных решений – БЭЛ x . Алгебраическое 
уравнение (14), для которого система (15) разрешима, в конечном виде называется бариразреши­
мым АУ [5].

Для приведённого АУ 5-й степени

054
2

3
3

2
5  asasasas , (16)

где ka )5,4,3,2( k , порождающий его БЭЛ 
4
ex C

 определяется системой (15) вида

05 0 x , 52
3241 axxxx  ,

5)()()()( 3
423242321221 axxxxxxxx  ,

5)(                  

)()()()()()(

4
4321343

23224322421331

axxxxxx

xxxxxxxx





, (17)

,5)()()()()()()()(

)()()()()()()()(

5
545352512432223221

34214331433224231332142221

axxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx


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где левые части – однородные многочлены (формы) 1-й, 2-й, 3-й, 4-й, 5-й степени соответственно 

(от 5 переменных Ckx )4,3,2,1,0( k ).
Следовательно, имеет место утверждение.
Теорема 1. АУ 5-й степени (16) бариразрешимо посредством (12), (11) тогда и только тогда, 

когда система (15) разрешима в конечном виде.
Система (17) позволяет конструировать АУ (16) с заданными свойствами его корней. Напри­

мер, для того чтобы АУ (16) имело только вещественные корни, достаточно, чтобы порождающий 

его БЭЛ x  был бариэрмитовым, т. е. (см. (9)) удовлетворял условиям:
  )(,)( 2314 xxxx . (18)

Но  если  все  корни  АУ  (16)  –  вещественные  числа,  то  и  его  коэффициенты  ka
)5,4,3,2( k  – вещественные числа (с точностью до общего комплексного множителя). Поэто­

му  соответствующий бариэлемент
43423121 ,,,0;0 exxxxxxxx C

будем искать с барикоординатами  Rkx  )4,3,2,1( k . Тогда в силу условий (18) система 
АУ (17) примет вид

5)()( 2
2221 axx  ,

10)()( 3
221221 axxxx  ,

5)()()()()()(2 4
42412221321231 axxxxxxxx  , (19)

.10)()()()()()()()( 5
525132212414212231 axxxxxxxxxx 

Отсюда заключаем, что имеет место утверждение.
Следствие 1. Для того чтобы АУ 5-й степени (16) имело вещественные корни, достаточно, 

чтобы его коэффициенты Rka  )5,4,3,2( k  допускали представление (19), где 
1x  и 

2x – 
произвольные  вещественные  числа.  При  этом  корни  определяются  по  формуле  (12),  (11),  где 

 5)12(exp   kk  )4,3,2,1,0( k .
Сразу же отметим, что из 2-го уравнения системы (17) и условия (18) следует условие на ко­

эффициент 2a  АУ (16):
02 a . (20)

Если в (19) сделать замену переменных
12

1 xxy  ,   
21

2 xxy  ,
соответственно,

  




   5)(2522 2

1
131

1
221

11 ayayayyx
, (211)

  




   5)(2522 2

1
131

1
221

12 ayayayyx
, (212)

то (19) перепишется так:

52 22
2

1 ayy  ,  10321 ayy  , (191)

3

2
24

1
1

5
)5(2

a
aayx 


, 

2
2

325
22

2

3
1

2
25

2
5

a
aaa

y
a
a

y



. (192)
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Из уравнений (191) следует, что для любых значений 2a  и 3a  величина 1y  является веще­
ственным решением АУ 3-й степени

055 3
1

12
13

1   ayay , (221)

а величина 2y , связанная с 1y  формулой 
1

13
1

2 10  yay , решением АУ 3-й степени

0)(20010 2
3

12
22

13
2   ayay . (222)

Остаётся на коэффициенты  2a  и  3a , наряду с (20), наложить ограничения, при которых 

переменные 
1x  и 

2x  из (21) вещественные, что ввиду (21) равносильно условию

2
1

13 ara 
, (231)

или условию
1022 ar 

, (232)

где 1r
 и 2r

 – вещественные корни АУ (221) и (222) соответственно. Таким образом, следствие 1 
с учётом соотношений (192) конкретизируется следующим образом.

Следствие 2. Для того чтобы АУ 5-й степени (16) имело вещественные корни, достаточно, 

чтобы его коэффициенты Rka )5,4,3,2( k  удовлетворяли условиям: 1) 02 a ; 2) 2a  и 

3a  такие, что для одного из корней
R1r

 АУ (221) имеет место неравенство (231); 3) 4a  и 5a  
определены по формулам:

 113
2

24 2
1

5
1 rsaaa 

, 
  2312325 5

2 raraaaa 
, (24)

где  





   5)(2 2

1
131

1
1 arars

,  
1

13
1

2 10  rar
.  При этом корни АУ 5-й 

степени (16) определяются по формуле (12), (11), где

 5)12(exp   kk  )4,3,2,1,0( k ,

00 x , ,1
14 sxx 






   5)(2 2

1
131

1
2

23 ararsxx
,

и, следовательно, АУ (16) разрешимо в радикалах.

Замечание 1. Частный «крайний» случай условия 1),  когда  ,02 a  не представляет ин­

тереса, так как в силу 1-го уравнения системы (19) 021  xx  и АУ (16) принимает тривиаль­

ный вид 05 s . К тому же, в этом случае АУ (16) не может иметь все пять корней вещественны­
ми (самое большее три).

Замечание 2. Заключительное утверждение следствия 1 отличается от аналогичных утвер­

ждений относительно корней АУ 5-й степени [6, 7], во-первых, отсутствием условий 032  aa  
(формы Бринга) и рациональности его коэффициентов, во-вторых, указанием достаточных усло­
вий, при которых все пять корней АУ 5-й степени вещественные числа.

Замечание 3. Следствие 1 можно сформулировать ещё так: если коэффициенты R2a  и 
R3a  АУ 5-й степени (16) удовлетворяют условиям 1) и 2), а числа 4

~a  и 5
~a  определены по 
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формулам (24),  то график  5  полинома  54
2

3
3

2
5

5 )( asasasassP   при любых 

значениях коэффициентов R4a  и R5a  пересекается с графиком (прямой линией) 1  по­

линома )~()~()( 55441 aasaasP   ровно в пяти точках  (с учётом порядка касания).

Далее, сюръекция (15) между СБА  
n
sA

 и множеством АУ  )1( n -й степени позволяет 
установить следующие алгебраические свойства нулей полиномов.

Теорема 1. Пусть  
 ixsP ;

  mi ,,2,1   и   xsP ;  – полиномы )1( n -й степени 

от переменной As , отвечающие БЭЛ ix  mi ,,2,1   и x  соответственно, причём,
 mxxxPx ,,, 21 

, где  msssP ,,, 21   – произвольный полином (над спектраль­

ной алгеброй A) от m переменных msss ,,, 21  . Тогда нули  xkk    и  
ikki x   со­

ответственно полиномов  xsP ;  и 
 ixsP ;

  mi ,,2,1  , упорядоченные формулой (12), 
связаны между собой формулой

 kmkkk P  ,,, 21     nk ,,2,1,0  .

С помощью этой теоремы, например, нетрудно показать, что если 1x  и 2x  нули квадратно­

го  трёхчлена    21
2

1 axaxxP  ,  а  1y  и  2y  нули  квадратного  трёхчлена 

  21
2

2 bybyyP   (упорядоченные  формулой  (12)),  то  111 yxz   и  222 yxz   

нули квадратного трёхчлена   21
2

3 czczxP  , где






  )4)(4(

2
1, 2

2
12

2
111222111 bbaababacbac

.
Аналогичные результаты можно получить относительно других алгебраических операций и 

не обязательно только для полиномов второй степени (например, для (16) при условиях следствия 
2); просто технически это сложнее и потребует соответственно больше места.

Кроме того, сюръекция (15) позволяет свести решение АУ (14) к решению системы АУ (15). 
Решение же системы АУ (15), как следует из работ [1,2,3], является более простой задачей, нежели 
решение АУ (14). Тем самым, бариоперационный метод решения АУ проще метода Лагранжа, ба­
зирующегося на теории симметричных многочленов [6]. С теоретической же точки зрения, он поз­
воляет по-новому и глубже взглянуть на резольвенты Лагранжа, ибо последние фактически совпа­

дают с правыми частями соотношений (12), определяющими собственные значения БЭЛ x .

Далее вместо (14) рассмотрим бариалгебраическое уравнение (БАУ) )1( n -й степени над 

ЭБА 
n
eC

    0~11
0

1   


n
k

kn
k

k
def

xaxP
, (25)

где  
)1,,2,1,0(  nka n

sk C
 –  барикоэффициенты.  Относительно  неизвестных 

 xx kk   )3,2,1,0( k  БАУ (25) эквивалентно системе АУ n-й степени
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     
),,2,1,0(                                   

01
1

0 1

11

0

1

nk

xasxa
n

j

n

ki

jnniki
j

k

i

jniki
j

j











 



 





 

, (26)

где согласно (6) 
  ),,,( 1011 njn

i
jni xxxqx  

 ),,1,0( ni   – однородные фор­

мы  степени  1 jn  )1,,1,0(  nj   относительно  переменных   xx kk   
),,1,0( nk  . Явная запись этих форм потребовала бы много места, поэтому опускается.

Таким образом, зная решение БАУ (25), можно получить все решения весьма непростой си­

стемы АУ (26), то есть найти все точки пересечения )1( n -й алгебраической поверхности, пред­
ставленной АУ (26),  а  заодно и все бари-точки равновесия баридифференциального уравнения 
(БДУ) Абеля 1-го рода:

  


 1
0

11n
k

kn
k

k xaẋ
,

а значит, все точки равновесия соответствующей нелинейной относительно 

неизвестных 
kx  ),,1,0( nk   системы ДУ:

     
),,2,1,0(                                             

1
1

0 1

11

0

1

nk

xasxax
n

j

n

ki

jnniki
j

k

i

jniki
j

jk



˙











  



 





 

     (27’)

Систему ДУ (27’) (как, впрочем, и (26), где 0kẋ ) можно переписать ещё так:
jkn

j k
k

jn
k xxx )()(1

0 ˆ1 
  ˙

,     ),,1,0( nk  (27)

где  
)(1 k

k
jn x 

 ),,1,0( nk   –  однородные  формы  степени  1 jn  

)1,,1,0(  nj   относительно  переменных  
}{\},,,{ 10 kn

k xxxxx  
 («без 

kx »).
Для нахождения решений БАУ (25) воспользуемся бариспектральным методом, базирую­

щимся  на  спектральной  теореме  из  [4].  Согласно  этой  теореме,  БАУ  (25)  эквивалентно  АУ
)1( n -й степени над полем С  [4]:

  0)(11
0

1  


n
j

jn
kjk

k 
  ),,1,0( nk  (28)

где 
 jkjk a  

,   xkk
    ),,1,0( nk   – СБК барикоэффициентов ja

 и ба­

ринеизвестной x  соответственно. При этом ещё раз важно отметить, что правая часть формулы 

(12) является ни чем иным, как резольвентой Лагранжа [6] многочлена )1( n -й степени, корня­

ми которого являются БК 
kx  БЭЛ 

n
ex C

, а предшествующая формула (12’) – формулой об­
ращения резольвенты Лагранжа.

Для  каждого  },,1,0{ nk   АУ  (28)  имеет  ровно  )1( n  корень  C
ki  

)1,,1(  ni  . Подставляя эти корни в (12’), получим ровно  
1)1(  nn  бари-корней БАУ 

(25):
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


 k
n
k kii k

x 0    1
10 },,1,0{),,,(  n

n niiii  . (29)
А  поскольку  координаты  точек  пересечения  алгебраических  поверхностей  (26)  в  про­

странстве  
1nС 

 совпадают с барикоординатами БЭЛ (29), то алгебраические поверхности (26) 

пересекаются ровно в  
1)1(  nn  точках. Этот факт является своеобразной иллюстрацией гло­

бальной теоремы Безу из [8] и связи бариалгебраического уравнения (25) с этой теоремой.
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