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Анализируются проблемы, возникающие при определении орбит на коротких дугах. Разработаны подходы определения 
эллиптических орбит визуально-двойных звезд на основе различных модификаций метода ПВД. Предложен метод опреде-
ления круговых орбит, в котором не используется значение относительной лучевой скорости и сумма масс.  
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Особенности определения орбит визуально-двойных звёзд на основе наблюдений коротких 
дуг видимого движения 

We consider a problem of determination of visual binary stars’ orbits on the basis of short arc observations. Dynamic methods 
of calculation of elliptical orbits are developed. They are modifications of the method of apparent motion parameters which is widely 
used at the Pulkovo Central Astronomical Observatory. The dynamical method of determination of circular orbits without using rela-
tive radial velocity and the sum of the masses of stars is also presented. 
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Число известных визуально-двойных звезд в 

настоящее время более 100000 [1], число рассчи-
танных орбит много меньше: шестой каталог ор-
бит [2] на 31 декабря 2008 содержит 2124 орби-
ты. Основная причина, по которой у большинст-
ва звезд орбиты не определены – малая дуга, ох-
ваченная наблюдениями. При работе на коротких 
дугах появляется ряд особенностей: с уменьше-
нием длины наблюденной дуги ухудшается схо-
димость методов; незначительные отклонения в 
позиционных наблюдениях приводят к большим 
ошибкам в определении элементов орбиты; од-
ним и тем же наблюдениям одинаково хорошо 
соответствуют различные орбиты. 

Классические методы, построенные на основе 
уравнения Тиля, непригодны для определения 
орбит на коротких дугах. Это можно заключить, 
рассмотрев уравнение Тиля [3]:  

2 1 12 2 1 2 1(1 )[ sin( )]t t S c n u u u u− − = − − − . (1) 
В случае малых разностей эксцентрических 

аномалий в правой части функцию sin(u2-u1) 
можно разложить в ряд, что упрощает вычисле-
ния. В левой части уравнения при малых углах 
площадь треугольника (S12) будет примерно рав-

на площади, описываемой разделением (проек-
цией радиус-вектора на картинную плоскость), 
поэтому S12/c≈t2-t1. Постоянная площадей (c) по 
наблюдениям на короткой дуге определяется до-
вольно точно, но незначительные ошибки на-
блюдений ρ и θ приводят к неточному определе-
нию S12 и, следовательно, S12/c. В итоге при вы-
числениях часто меняется даже знак выражения 
в левой части уравнения Тиля, хотя из наблюде-
ний θ он очевиден.  

Работу методов дифференциальных поправок 
на коротких дугах можно рассмотреть на приме-
ре метода Харткопфа, Макалистера, Франза [4]. 
Он является одной из модификаций метода диф-
ференциальных поправок [5]. Отличается тем, 
что из семи неизвестных величин три определя-
ются методом подбора. Использование метода 
подбора сделало метод глобально сходящимся, 
поэтому с помощью его можно получить элемен-
ты орбиты по короткой дуге.  

В работе для анализа метода Харткопфа и др. 
моделируются эталонные орбиты с вариациями 
длины наблюденной дуги. Для получения эта-
лонных данных необходимо решить уравнение 
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Кеплера, погрешность определения эксцентриче-
ской аномалии Δu<0.2", остальные вычислитель-
ные ошибки пренебрежимо малы. По эталонным 
данным при различных значениях эксцентриси-
тета методом, предложенным Харткопфом и др. 
[4], определяются оставшиеся элементы орбиты, 
и исследуется функция среднеквадратичной 
ошибки в зависимости от величины эксцентри-

ситета. На рис. 1 построены графики функции 
среднеквадратичной ошибки в зависимости от 
значений эксцентриситета при определении эле-
ментов орбиты по дугам различной длины. 
Среднеквадратичная ошибка вычислялась по 
формуле:  

2 2( )i ix y Nσ = Δ + Δ∑ . (2) 
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Моделированием было получено десять эта-

лонных наблюдений, равномерно распределен-
ных на дуге. На рис. 1a представлены результаты 
для случая, когда звезда-спутник прошла по ор-
бите дугу 7°. На графике имеется несколько ми-
нимумов. Если значения разделений и позицион-
ных углов точны, и среди выбираемых элементов 
присутствуют точные значения эксцентриситета, 
периода и момента прохождения периастра, то 
самый глубокий минимум соответствует истин-
ным элементам орбиты. Но в реальных данных 
неизбежны ошибки, что приведет к появлению 
множества решений, одинаково хорошо удовле-
творяющих наблюдениям. На рис. 1b элементы 
орбиты определялись по наблюдениям на дуге 
50°. Истинным элементам орбиты соответствует 
полученный минимум, но среднеквадратичные 
ошибки, которые дают элементы орбит, отлич-
ных от истиной, сравнимы с погрешностью со-
временных интерферометрических наблюдений 
[6].  

Рассмотренные сложности привели к разви-
тию новых подходов, отличающихся от класси-
ческих, при определении орбит на коротких ду-
гах. Новые методы являются динамическими. 
Наибольшую известность получил метод пара-

метров видимого движения (ПВД) [7]. Метод 
ПВД дает для полученных выше эталонных дан-
ных удовлетворительный результат, если пра-
вильно задан параллакс, относительная лучевая 
скорость и сумма масс компонент.  

Особенность метода ПВД – использование 
суммы масс компонент для определения элемен-
тов орбиты. Определение масс звезд – основная 
задача изучения движений визуально-двойных 
звезд [3]. Для определения орбиты методом ПВД 
сумма масс должна быть известна изначально. 
Вторая особенность – использование относи-
тельных лучевых скоростей. Для долгопериоди-
ческих пар значения относительных лучевых 
скоростей в каталогах практически отсутствуют, 
а точность их определения должна быть боль-
шой.  
Метод определения круговых орбит. 
В данной работе большинство обозначений 

аналогичны введенным в работах А.А. Киселева 
и др. [7, 8], вместо полярной системы координат 
используется декартовая. Рассмотрим метод оп-
ределения круговых орбит на основе алгоритма 
метода ПВД, не использующий относительную 
лучевую скорость и сумму масс компонент. Для 
круговой орбиты параметры видимого движения 

σ

e 

1a 

Рис. 1. Влияние значений эксцентриситетов на среднеквадратичные ошибки в относительных 
положениях звезды-спутника.  
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находятся методами, описанными А.А. Киселе-
вым и О.В. Кияевой [7]. Применяется основное 
уравнение метода ПВД:  

3 2( ) sin(cr k )μ ρρ ψ θ= ± − . (3) 
 
 
Введем величину 

3
2 3 2

sin( )crr
k

ρρ ψ θ
μ

∗ −
= = . (4) 

Расстояние между компонентами можно вы-
разить формулой  

2 3 2 2 2r r k x y z∗= = + + , (5) 
продифференцировав (5) и учтя, что для кру-

говой орбиты производная длины радиус-вектора 
по времени равна нулю, находим  

0xx yy zz+ + =& & & , (6) 
где x, y, z – декартовы координаты звезды-

спутника относительно главной компоненты,  
– относительная лучевая скорость, 

z&
x& ,  – про-

екции относительной скорости видимого движе-
ния (μ). 

y&

Второй закон Кеплера для круговой орбиты  
1 2 2 2 2 2 2 2p k x y z x y= × = + + + +r v & & &
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z . (7) 
В случае круговой орбиты расстояние между 

компонентами пары равно большой полуоси и 
параметру орбиты: r=a/πT=p. Уравнения  (5-7), с 
учетом равенства r=p, образуют систему трех 
уравнений с тремя неизвестными (k, z, )  z&

2 3 2 2 2

1 2 4/3 2 2 2 2 2 2

0

( )

r k x y z
xx yy zz

r k x y z x y z

∗

∗

⎧ = + +
⎪⎪ + + =⎨
⎪

= + + + +⎪⎩

& & &

& & &

. (8) 

Систему уравнений (8) можно решить анали-
тически, например, исключив k и относительную 
лучевую скорость, получить уравнение  

4 2 2 3 2 2 2 3 2( ( ) ( )) ( ) ( )z x y r x y z r xx yy∗ ∗+ + − + − + =& & & & 0

<

, (9) 
в котором  

3 2( ) ( ) 0r xx yy∗− +& & . (10) 
Из (9) определяем z, из (5) k, из (6) относи-

тельную лучевую скорость. Уравнение (9), после 
замены переменной t=z2, является квадратным. 
Так как выполняется (10), один из корней (t) 

уравнения (9) является отрицательным, но z2 не 
может быть меньше нуля, поэтому z2 из (9) опре-
деляется однозначно. В итоге для проекции ра-
диус-вектора на луч зрения (z) получаем поло-
жительное и отрицательное значение, что приво-
дит к появлению известной неопределенности 
при нахождении восходящего узла [3]. Относи-
тельная лучевая скорость, определяемая из (6), в 
зависимости от z также будет иметь положитель-
ное и отрицательное значение. 

Декартовые координаты звезды-спутника в 
формулах (5 – 9) измеряются в астрономических 
единицах, проекции скоростей в астрономиче-
ских единицах в год. Для перевода расстояний в 
астрономические единицы используется триго-
нометрический параллакс двойной звезды (πT). 
Его можно взять из каталога Hipparcos [9]. 

Сумму масс найдем, зная динамическую по-
стоянную астроцентрического движения  

2
2 4 ( )A BM Mk

M
π +

=
�

. (11) 

Период P, наклонение орбиты i, позиционный 
угол линии узлов Ω, момент прохождения узла 
TΩ находятся методами, аналогичными описан-
ным в работе [8]. 

В качестве примера определим рассмотрен-
ным методом по короткой дуге элементы орбит 
ADS 48 (WDS 00057+4549) по данным Пулков-
ского каталога [10] и трех звезд WDS 
00366+5609, 01178+4901 и 04236+4226, орбиты 
двух последних ранее не вычислялись, по дан-
ным четвертого интерферометрического катало-
га [11]. Тригонометрические параллаксы взяты 
из каталога Hipparcos. Результаты представлены 
в табл. 1. При определении WDS 00057+4549 ис-
пользовались только фотографические наблюде-
ния Пулковского каталога [10] с 1961.753 по 
1995.774 годы, длина дуги ~15°. Орбита WDS 
00366+5609 вычислена по наблюдениям 
1982.6810-2005.034 годов на дуге ~7.6°, из рас-
смотрения исключены HIP – 1991.25, TYC – 
1991.59 и WSI – 1994.986. При определении ор-
биты WDS 01178+4901 использовались все на-
блюдения интерферометрического каталога [11]  
за исключением WSI, HIP и TYC, при определе-
нии WDS  04236+4226 исключено TYC2002. 

 

Таблица 1 
WDS P, год a, " i, ° Ω, ° TΩ, год z& , а.е./год MAB, масс Солнца  
00057+4549 548.86 6.06 50.7 2.27 1726.7 -0.61 1.20 
00366+5609 923.32 0.534 134.2 172.5 1655.1 -0.41 2.39 
01178+4901 3715.9 1.945 102.7 159.6 2988.1 0.16 16.12 
04236+4226 616.49 0.532 115.0 7.3 2201.4 0.64 1.93 

Определение орбиты при неизвестной относительной лучевой скорости. 
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&

При вычислении метод ПВД дает две различ-
ные орбиты, одинаково хорошо удовлетворяю-
щие наблюдениям, одна из которых является не-
верной. Это происходит из-за неоднозначности 
определения наклона радиус-вектора относи-
тельно картинной плоскости, откуда следует не-
определенность знака координаты z. В классиче-
ских методах [3, 5] также существует неопреде-
ленность при вычислении орбит, но она отлича-
ется от неопределенности, полученной в методе 
ПВД. В классических методах неоднозначно оп-
ределяются знаки проекции радиус-вектора на 
луч зрения и относительной лучевой скорости, 
что приводит к неопределенности в нахождении 
восходящего узла [3]. Верное решение выбирает-
ся после измерения относительной лучевой ско-
рости (в рассмотренном выше методе для круго-
вых орбит имеется аналогичная неопределен-
ность). В методе ПВД у одной из орбит неодно-
значно определяется только проекция радиус-
вектора на луч зрения, что приводит к одной 
ошибочной орбите. Выбрать правильную орбиту 
можно, если из наблюдений лучевых скоростей 
определить относительное ускорение по лучу 
зрения или оценить знак величины  в уравне-
нии  

zz&

zz rr xx yy= − −& && . (12) 
Основная трудность – найти из наблюдений 

, что в настоящее время затруднительно.  r&
Ошибочная орбита плохо согласуется с на-

блюдениями, удаленными от используемых в 
вычислениях, поэтому правильную орбиту мож-
но выбрать, применяя “старые” удаленные на-
блюдения. Такой подход был предложен в работе 
[12], кроме того, в ней рассматривается возмож-
ность использования удаленных по времени на-
блюдений для определения подбором суммы 
масс компонент и относительной лучевой скоро-
сти. В данной работе также развиваются методы, 
использующие старые данные помимо рядов вы-
сокоточных наблюдений на коротких дугах. Па-
раметры видимого движения находятся метода-
ми, описанными А.А. Киселевым и О.В. Кияевой 
[7]. 

Для эллиптической орбиты справедливы сле-
дующие отношения:  

2 2r x y z= + + 2 , (13) 
rr xx yy zz= + +& & & & , (14) 

�1 2 2 2 2( ) 1 cos ( , )p k rV r V r= × = − = −r V r V & , (15) 

cos / 1e W p r= − , (16) 

2sine W r p k= & .  (17) 
Уравнения (4, 13-17) образуют систему шести 

уравнений с восьмью неизвестными: r – расстоя-
ние между компонентами пары,  – производная 
длины радиус-вектора, соединяющего компонен-
ты пары, по времени, k2 – динамическая посто-
янная астроцентрического движения, z – проек-
ция радиус-вектора, соединяющего компоненты 
пары, на луч зрения,  – относительная лучевая 
скорость, p – параметр орбиты, e – эксцентриси-
тет, W – истинная аномалия. 

r&

z&

Эксцентриситет (e) и истинную аномалию (W) 
найдем, используя метод подбора. Введем обо-
значения C1=ecosW+1 и C2=esinW, систему урав-
нений (4, 13-17) можно преобразовать к следую-
щему виду:  

4 3 2 2 2 2

4 3
2 1

4 3 2 2 2 2
1 2 1( ) (

k r x y z

k C r C xx yy zz

k C C C r x y z

∗

∗

∗

⎧ = + +
⎪⎪ = + +⎨
⎪ + = + +⎪⎩

& & &

& & & )

. (18) 

Далее, исключая z и , можно получить 
уравнение  

z&

8 3 4 3 2 2 2 2 2 2
1 1

2
2 1

( ( ) ( )( ) /

2 ( )) ( ) 0

k r C k r x y x y C C C r

C r C xx yy xy yx

∗ ∗

∗

2 1
∗− + + + +

− + + − =

& &

& & & &

− . (19) 

Из уравнения (19) находим динамическую по-
стоянную астроцентрического движения (k2), из 
системы (18), проекцию радиус-вектора, соеди-
няющего компоненты пары, на луч зрения (z) и 
относительную лучевую скорость ( z ). Дальней-
шие вычисления аналогичны рассмотренным в 
работах [7, 8]. Этот метод по точности аналоги-
чен стандартному методу подбора по сумме масс 
и относительной лучевой скорости [12], но у рас-
смотренного подхода есть преимущества: интер-
валы возможных значений величин, определяе-
мых подбором (эксцентриситета и истинной 
аномалии), одинаковы для всех вычисляемых 
орбит, решения получаются при любых их зна-
чениях. Для эталонных данных можно ожидать 
удовлетворительной точности (например, для 
суммы масс относительные ошибки <10%), если 
удаленные наблюдения более чем на 30° по по-
зиционным углам отличаются от основных на-
блюдений, используемых в вычислениях. 

&

Определение орбиты при известной относи-
тельной лучевой скорости 

Если кроме позиционных наблюдений и па-
раллакса известна относительная лучевая ско-
рость на средний момент наблюдений, то урав-
нения (4, 13-17) образуют систему шести урав-
нений с семью неизвестными, ее можно решить, 
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применив метод подбора по сумме масс компо-
нент или проекции радиус-вектора, алгоритм вы-
числений при этом ничем не отличается от мето-
да ПВД. Но можно использовать другой подход: 
считать расстояние r между компонентами пары, 
входящее в систему уравнений (13-17), неизвест-
ным. При этом исчезает необходимость исполь-
зовать в вычислениях вторые производные по 
времени от разделения (ρ) и позиционного угла 
(θ). Подбором определяется эксцентриситет и 
истинная аномалия. 

В этом случае известен астроцентрический 
вектор скорости. Из (15-17) можно найти выра-
жение для производной длины радиус-вектора, 
соединяющего компоненты пары, по времени  

2

2 2
1 21

Vr
C C

= ±
+

& . (20) 

Знак в (20) определяется в соответствии со 
знаком С2. 

Из уравнений (13, 14) находим проекцию ра-
диус-вектора, соединяющего компоненты пары, 
на луч зрения (z) и расстояние между компонен-
тами пары (r), из уравнений (15, 16) динамиче-
скую постоянную астроцентрического движения 

(k2) и параметр орбиты (p). Дальнейшие вычис-
ления аналогичны методу ПВД. 

В качестве примера определим рассмотрен-
ным методом элементы орбит ADS 48 (WDS 
00057+4549) и ADS 7251 (WDS 09144+5241) по 
данным Пулковского каталога [10]. Результаты 
представлены в табл. 2. Для всех звезд фотогра-
фические измерения были дополнены (с сайта 
http://www.puldb.ru) современными ПЗС-
наблюдениями. Относительные лучевые скоро-
сти для ADS 48 взяты из работы Киселева и Кия-
евой [7], ADS 7251 из работы [13]. Для выбора 
значений эксцентриситета и истинной аномалии 
использовались “старые” наблюдения работы 
Гюнтцель-Лингнера [14] и наблюдения на корот-
кой дуге. Для ADS 48 дополнительно применя-
лось одно старое наблюдение Вашингтонского 
каталога [1]. При вычислении ADS 7251 перво-
начально было получено значение суммы масс, 
несоответствующее спектральному классу, по-
этому кроме условия минимума среднеквадра-
тичных отклонений при определении эксцентри-
ситета и истинной аномалии было наложено ус-
ловие на значения суммы масс . (0.9;1)ABM ∈

Таблица 2 
ADS VBA, 

km/s 
P, yr a, " i, ° Ω, ° Tp e ω, ° MAB 

48 -1.4 433.43 
±56.90 

4.831 
±0.372 

34.33 
±4.59 

20.40 
±16.13 

1771.12 
±25.98 

0.28 
±0.12 

332.09 
±18.35 

0.974 
±0.110 

7251 0.4 1296.2 19.084 23.39 28.99 959.33 0.13 151.52 0.980 
 
Метод ПВД позволяет оценить ошибки полу-

ченных элементов орбит. Это можно сделать и 
для рассмотренного метода. При вычислении 
элементов орбит используются: координаты и их 
производные по времени на средний момент 
времени ρ0, θ0, ρ& , θ& , относительная лучевая ско-
рость , одно или несколько старых наблюдений 
(ρi, θi), поэтому, оценив ошибки этих величин, 

можно с помощью подхода, предложенного 
А.А. Киселевым [15], определить ошибки эле-
ментов орбит. В табл. 2 представлены ошибки 
элементов орбиты ADS 48.  

z&

В заключение автор выражает благодарность 
за полезную дискуссию доктору физико-
математических наук А.А. Киселеву.  
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