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Обобщение понятий спектра и типа расщепления для некоторых пучков и расслоений 
на трехмерном проективном пространстве 

В данной статье мы вводим новое понятие для алгебраической геометрии – понятие мультиспектра. 
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S.A. Tikhomirov 

Generalisation of Spectrum Notions and a Splitting Type for Some Sheaves and Bundles 
on the Projective Space 

In this article we introduce the new notion for Algebraic Geometry – the notion of multispectrum. 
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В настоящей работе впервые предлагается новое для алгебраической геометрии понятие мультиспек-
тра, обобщающее понятия спектра и типа расщепления для некоторых видов пучков и векторных рас-
слоений на трехмерном проективном пространстве. 

Мы работаем над алгебраически замкнутым полем произвольной характеристики, если дополни-
тельно не оговаривается иное. 

Понятия спектра стабильного расслоения E ранга 2 на 3P  с 0)(1 =Ec над полем нулевой характе-
ристики, спектра рефлексивного пучка F ранга 2 на 3P  c 0)(1 =Fc  или -1 и условием 

 над полем произвольной характеристики были введены соответственно в статьях [3] 
и [4]. Широко известно также понятие типа расщепления расслоения ранга r на 

0))1((0 =−FH
nP  (см., например, 

[1]). Напомним определения всех трех понятий. 
Определение 1. Пусть E – стабильное расслоение ранга 2 на 3P с 0)(1 =Ec  над полем характери-

стики 0, L – общая прямая в 3P , – раздутие L и – морфизм, определенный 
пучком плоскостей в 

3: PXp → 1: PXq →
3P , проходящих через L. Тогда пучок – локально свободный 

пучок ранга  на 
)1(1 −= ∗

∗ EpqRH
)(2 Eс 1P  и, следовательно, может быть записан в виде для подхо-

дящего набора целых чисел . Этот набор  называется спектром E. 
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Замечание 1. Разложение пучка H в прямую сумму возможно в соответствии с теоремой Гротен-
дика, утверждающей, что всякое расслоение ранга r на 1P расщепляется в прямую сумму 

, где  – однозначно определенные целые числа. Также из 
теоремы Гротендика следует, что спектр расслоения E в предыдущем определении единственен. 

)(...)( 11 1 rPP
aOaO ⊕⊕ raaa ≥≥≥ ...21

Определение 2. Пусть F – рефлексивный пучок ранга 2 с 01 =c  или -1 на 3P , предположим, что 
. Тогда существует единственный набор целых чисел , называемый спектром 

F и обладающий свойствами (где H обозначает пучок 

0))1((0 =−FH 2
1}{ c

iik =

)( ikO⊕  на 1P ): 

(a)   для ))1(,())(,( 1031 += lHPhlFPh ;1−≤l  
(b)   для ))1(,())(,( 1132 += lHPhlFPh 3−≥l , если 01 =с , и 2−≥l , если       .11 −=с
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Замечание 2. Определение 2 было введено Р. Хартсхорном с целью обобщения свойств спектров 
стабильных расслоений ранга 2 на 3P с 01 =с над полем характеристики 0 на случай стабильных или 
полустабильных рефлексивных пучков ранга 2 на 3P с 01 =c  или -1 над полем произвольной харак-
теристики. 

Определение 3. Пусть  – грассманово многообразие прямых в nG nP . Обозначим через l  точку в 

, соответствующую проективной прямой L в nG nP . Пусть E – расслоение ранга r на nP . Согласно 

указанной выше теореме Гротендика, каждой точке nGl ∈  отвечает единственный набор из r целых 

чисел )),(),...,(()( 1 lll rE ααα = ),(...)(1 ll rαα ≥≥  такой что  Таким способом 

определяется отображение  набор 

)).((| 1 lOE iL
r
iL α=⊕≅

;: r
nE ZG →α )(lEα называется типом расщепления E на L. 

Для произвольных рефлексивных пучков и стабильных расслоений ранга, большего двух, ввести 
понятие спектра затруднительно в силу ряда причин, тем не менее, для пучков  вида ijG

                                                         ,                                       (*) j
q
ji

p
iij FAG 11 == ⊕⊕⊕≅

где  – расслоения некоторых рангов , а  – рефлексивные пучки ранга 2 с  или -1 и ус-

ловием , возможно ввести новое понятие. 
iA ir jF 01 =c

0))1((0 =−jFh

Определение 4. Пусть  – пучок вида (*), имеющий ранг ijG ∑
=

p

i
ir

1
q2+ . Назовем мультиспектром 

такого пучка: 
1) при 0== q  – пустое множество Ø; p
2) при 1=p , 0=q  – тип расщепления расслоения 1A , упорядоченный по неубыванию; 
3) при 0=p , 1=q  – спектр пучка 1F , упорядоченный по неубыванию; 
4) при ,1≥p  1≥q  – набор ( ),(),...,(

1
ll

pAA αα }){ , упорядоченный по неубыванию, где 

)(l
iA

},...,{ 1 iqi kk

α – тип расщепления расслоения iA , pi ≤≤1 и }{ ijk  – спектр пучка jF , qj ≤≤1 . 
Замечание 3. Как видно из определения мультиспектра, он является единственным и обобщает 

понятия спектра и типа расщепления для пучков вида (*), которые могут иметь ранг, больший двух. 
Пример. При исследовании пространства модулей стабильных расслоений ранга 2 на )6,0;2(3P

M
3P  с и  методом двойных расширений, описанный автором в статье [2], среди прочих 

появляется вспомогательное ранга 8 расслоение  где – нуль-

корреляционное расслоение. В соответствии с разложением (*)  представимо в виде  

01 =с 62 =c
,)3()3( 28 33

nc
PP ETE ⊕Ω⊕−≅ ncE2

8E

1218 FAAE ⊕⊕≅ , 

где ,  и  – стабильное 2-расслоение с . Тогда, согласно оп-

ределению 4, мультиспектр расслоения  будет складываться из типов расщепления  и , а 
также спектра . Как известно,  имеет тип расщепления (-1, -2, -2),  – (2, 2, 1). Поскольку 

, то в данном случае ввиду связности и симметричности спектра  (см., например, [4]), 
спектр  будет состоять из одного числа 0. В итоге, мультиспектр  имеет вид (-2, -2, -1, 0, 1, 2, 2), 
связен и симметричен. 

)3(31 −=
P

TA )3(32 P
А Ω= =1F ncE2 01 =c
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