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О конструкции многообразия модулей стабильных пучков ранга два с классами Чженя , 

 на поверхности Хирцебруха  (Часть II) 
0=1c

3=2 1

Ранее, в статье [1], было построено многообразие X , бирационально изоморфное многообразию  

модулей H-стабильных по Гизекеру когерентных пучков ранга два с классами Чженя ,  на поверхности 

Хирцебруха . В настоящей статье получено семейство  с базой 

(2;0,3)
1

H
FM

0=1c 3=2c

1F E X  пучков ранга два с указанными инвариантами, 

такое, что пучки  H-стабильны для всех X . }{| xS ×E Xx∈  вне объединения двух гладких семимерных подсхем в 

Ключевые слова: многообразие модулей, стабильный пучок ранга два на поверхности,  поверхность Хирцебруха. 
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About Construction of Variety of Modules of Stable Bunches of Rank Two with Chzhen’s Classes 
, on the Hirzebruch Surface  (Part II) 0=1c 3=2c 1F

In the  previous article [1] we have constructed the manifold X  birationally isomorphic to the Gieseker-Maruyama moduli 

space  of (2,0,3)
1FM H H -stable coherent rank-2 sheaves with Chzhen’s classes ,  on  the Hirzebruch surface 

. In this paper we describe a family  with the base 

0=1c 3=2c

1F E X  of rank-2 sheaves with the above invariants on , such one that the 

sheaf  is 
1F

H -stable for all points }{| xS ×E x X∈  lying outside the union of two smooth seven-dimensional subschemes of 

X . 

Keywords: moduli space, stable rank-2 sheaf on a surface, Hirzebruch surface. 

§ 0. Введение 
Настоящая статья является продолжением работы [1], в которой мы рассматриваем многообразие 

 модулей когерентных стабильных относительно специально выбранной поляризации (2;0,3)H
SM H  

пучков ранга 2 на поверхности Хирцебруха  с классами Чженя ,  и поставили 
задачу получить точную алгебро-геометрическую конструкцию данного многообразия. 

1:= FS 0=1c 3=2c

Мы используем следующие обозначения:  – раздутие проективной плоскости 2: PS →φ 2P  в 

точке ,  – стандартная проекция, , , 0x 1: PSp → (1):=(1,0) 2
*

PS OO φ (1):=(0,1) 1
*

PS OpO

τ=:(1,0))(1 SOc , ,  – многообразие модулей когерентных пучков 

ранга 2 с указанными классами Чженя, стабильных относительно поляризации 

hOc S =:(0,1))(1 (2;0,3):= −
−

H
SMM

hH 2:= +− τ . 
В работе [1] построено многообразие X , бирационально изоморфное ; при этом морфизм 

 не определен в точках объединения гладкого дивизора и гладкой семимерной схемы на 
−M

−→ MX X . 
Многообразие X  получается раздутием проективного спектра локально свободного пучка ранга 4 на 
схеме Гильберта . Получено семейство  SHilb3  пучков с базой X , общий член которого -
стабилен. 

−H

В настоящей работе мы выполняем элементарную перестройку пучка  вдоль дивизора; 
полученное при этом семейство  пучков на  не содержит прямых сумм пучков ранга 2 E S
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(предложение). Основной результат статьи – -стабильность пучков семейства  для точек −H E X , не 
содержащихся в объединении двух гладких семимерных подсхем на X , – изложен в теореме. В 
заключение мы формулируем гипотезу о точном виде бирациональной перестройки многообразия X  
в многообразие . −M

 
§1. Вычисление нормального расслоения к подсхеме Y  в , содержащей 

коллинеарные тройки 
SHilb3

Напомним обозначения работы [1]:  – схема Гильберта нульмерных подсхем длины 
3 на поверхности ,  – универсальный цикл в 

SHilbH 3
0 :=

S Γ 0HS × , Y  – приведенная подсхема в , точки 

которой соответствуют подсхемам  на , содержащимся в одном слое проекции . 
Схема 

0H

3Z S 1: PSp →
Y  гладкая и имеет коразмерность 2 в . 0H

В этом параграфе мы докажем утверждение, необходимое для последующих построений. 
Пусть  – проекция, , 

, ,  – диагональное вложение, 

,  – индуцированная проекция со слоем 

1
11

3 1)))(((=: POOSPY
PP

→−⊕π (1):=(1,0) 11)))/(11(3( P
P

O
P

OSPY OO
−⊕

(1):=(0,1) 1
*

PY OO π 11::= PPYSp ×→××πθ 111: PPPi ×→Δ

)(:= 11
1 YSPW

PP
××

×

1:| PWW →θ 31 PP × ,  

    (0,1)=)( SYS OWO × (0,1),YO                                               (1) 

Γ×
0

:= HYZ  – подсхема в , 0HS × WZ →  – дивизориальное вложение,  

                       (3,0):=)( SW OZO ,|(1,0) WOY                                              (2)   

YYSS
pp 21
→×←  – проекции на первый и второй сомножители. 

 
Лемма.  Нормальное расслоение к подсхеме Y  в  изоморфно 0H 1,0)(1,1)( −⊕− YY OO . 
Доказательство. Рассмотрим на  точную тройку  YS ×
 0.)()(0 , →−→→−→ ×× ZOIWO WYSZYS  

Тензорно умножая ее на , с учетом равенств (1) и (2) будем иметь:  )(WO YS×

     (0,1)0 , SYSZYS OIO ⊗→→ ×× 3,1)((0,1) −→ SY OO 0.|1,1)( →− WOY               (3) 

Пучок 3,1)(−SO WOY |1,1)(−  включается в точную тройку  

     3,0)(0 −→ SO 3,1)(1,0)( −→− SY OO 1,1)(−YO 3,1)(−→ SO 0.|1,1)( →− WOY        (4) 
Применим к точным последовательностям (3) и (4) функтор :  *2p
 (0,1)(0 ,*2 SYSZY OIpO ⊗→→ × (0,1))YO 3,1)((*2 −→ SOp →→− 0)|1,1)( WOY  
 
 (0,1)( ,*2

1
SYSZ OIpR ⊗→ × (0,1))YO 3,1)((*2

1 −→ SOpR 0,)|1,1)( →− WOY  
 
  →−⊗−→−⊗−→ 1,1)(3,1))((1,0)(3,0))((0 00

YSYS OOHOOH
 
 3,1)((*2 −→ SOp →−⊗−→− 1,0)(3,0))(()|1,1)( 1

YSY OOHWO  
 
 3,1)((1,1)(3,1))(( *2

11 −→−⊗−→ SYS OpROOH →− )|1,1)( WOY  
 

О конструкции многообразия модулей стабильных пучков ранга два с классами Чженя 

0=1c , 3=2c  на поверхности Хирцебруха 1F  (Часть II) 

43



Ярославский педагогический вестник – 2012 – № 1 – Том III (Естественные науки) 

  1,1).(3,1))((1,0)(3,0))(( 22 −⊗−→−⊗−→ YSYS OOHOOH
Так как , 

, то 

0=3,1))((=3,0))((=3,1))((=3,0))(( 2100 −−−− SSSS OHOHOHOH
kOHOH SS =3,0))((=3,1))(( 21 −− 3,1)((*2 −SOp 0=)|1,1)( WOY − , так что имеет место 

изоморфизм   
                     (0,1)( ,*2 SYSZ OIp ⊗× YY OO ≅(0,1))                                          (5) 

и точна тройка 3,1)((1,1)(0 *2
1 −→−→ SY OpRO 0,1,0)()|1,1)( →−→− YY OWO  из которой 

следует, что  

                   3,1)((*2
1 −SOpR 1,0).(1,1)()|1,1)( −⊕−≅− YYY OOWO                          (6) 

Также  
        (0,1)( ,*2

1
SYSZ OIpR ⊗× 3,1)(((0,1)) *2

1 −≅ SY OpRO ).|1,1)( WOY −                 (7) 

Пучок (0,1)( ,*2
1

SYSZ OIpR ⊗× (0,1))YO  изоморфен относительному пучку 

, который, как нетрудно видеть, отождествляется с нормальным расслоением 

 к 

)),(( ,
1

2 YSZYSp IWOExt ×× −

0/HYN Y  в . Из (6) и (7) тогда следует требуемое.     □           0H
 
§ 2. Перестройка семейства  в семейство E пучков, -стабильных в точках 

 
−H

)(\ Ψ∩∪Φ DX
Многообразие X  в работе [1] определяется следующим образом. Пусть  – 

проекция на второй сомножитель. Относительный пучок 
000 : HHSp →×

(0,1)(
0,

1

0 SHSp OIExt ⊗×Γ 1)(0,,
0

−SH OO )
0HO  на  локально свободен и имеет ранг 4. Через 

 обозначим многообразие 

0H

0X (0,1)((
0,

1

0 SHSp OIExtP ⊗×Γ 1)(0,,
0

−SH OO ))
0HO . Рассмотрим 

раздутие 0: HHY →σ  многообразия Гильберта  вдоль 0H Y . Тогда X  по определению есть 
расслоенное произведение  .

00 HX H×

Приведем определение пучка . Рассмотрим универсальное расширение над :  0XS ×
        1)(0,0 −→ SO →

0XO (0,1)
0,1)id(0

0
SXSgS

OI ⊗→
×Γ−×

0,1
0 →−L                    (8) 

в котором  – проекция,  – антитавтологическое линейное подрасслоение в 000 : HXg → 0L
(0,1)(

0,
1

0

*
0 SHSp OIExtg ⊗×Γ 1)(0,,

0
−SH OO )

0HO . Пусть 0: XX →σ  – морфизм, 

, . Пучок Γ× −1
0 ))(id(:= gZ SX oσ 0

*:= LL σ  определяется нетривиальным расширением  

            1)(0,0 −→ SO →XO (0,1), SXSXZ OI ⊗→ × 0,1 →−L                          (9) 

которое получается из (8) применением . *)id( σ×S

Пусть XD ⊂  – исключительный дивизор раздутия 0: XX →σ , Φ  – гладкая семимерная 
подсхема в X , определение и точное геометрическое описание которой дано в [1]. Пучки }{| xS ×  

-стабильны для всех −H )(\ Φ∪∈ DXx  [1, теорема]. 
В данном параграфе мы строим семейство  пучков на , -стабильных в общей точке 

дивизора , совпадающее с 
E S −H

D  вне . D
Ограничим расширение (9) на дивизор DS ×:=D :  

           1)(0,0 −→ SO →DO (0,1), SZ OI ⊗→ DDD 0.1 →−L                          (10) 
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Здесь :=D D| ,  . DD ∩XZZ :=
Рассмотрим проекцию . Применение функтора  к тройке (10) дает 

изоморфизм  
DDSpr →×:2 *2pr

                  *2:= pr ≅D (0,1)( ,*2 SZ OIpr ⊗DD
).1−L                                     (11) 

Поскольку , то  DZDSZZ YYS ××× × =)(=D

 (0,1)( ,*2 SZ OIpr ⊗DD
(0,1)(=) ,*2

*
SYSZD OIpO ⊗×ψ ),YO                         (12) 

где YD →:ψ ,  – естественные проекции. Согласно формуле (5) YYSp →×:2

(0,1)( ,*2
*

SYSZ OIp ⊗×ψ 1),(0,) * −≅ YY OO ψ  а следовательно,  

,1)(0,= 1* −⊗− LOYψ                                                   (13) 

так что пучок  локально свободен ранга 1 на . Обозначим D SO:= . 

Пусть  – исключительный дивизор раздутия YD Yσ : . Далее будем пользоваться 
следующими обозначениями: , , 

. В частности,  

0HH →
(1):=(1,0,0,0) / YDDD OO (1):=(0,1,0,0) /YYDD OO

),(:=),(0,0, * baObaO YD ψ
 1,0,0),(0,=)((1,0,0,0),=| −DDD ODOODL  

1),1,0,0,(= −−DO   SO=)(D 1).1,0,1,( −−−DO                           (14)                     
 Предложение.  Существует элемент (Ext1∈ξ ),(D ) , определяющий нетривиальное 

расширение  
 →0 →→ E 0,)( →D                                             (15) 

такое, что для любой точки Dx∈  пучок }{| xS ×E  является нетривиальным расширением  
 0,}{|0

3
→→×→→ SZ OySI E  

где  – нульмерная подсхема длины 3 на , содержащаяся в одном слое проекции . 3Z S 1: PSp →

Доказательство. Вычислим (Ext1 ),(D ) . 
Применим (

XSOHom
×

)),( −D  к точной тройке (9):  

 1)(0,0 −→ SO ((1,0,0,1) 1

XSOD ExtO
×

→ ),(D ) →
 

(1

XSOExt
×

→ (0,1)),( , SXSXZ OI ⊗×D 0.)1 →−L                             (16) 

Обозначим через A1 пучок (1

XSOExt
×

(0,1)),( , SXSXZ OI ⊗×D .)1−L  Применим тот же функтор к 

точной последовательности  
(0,1)0 , SXSXZ OI ⊗→ × (0,1)1

SOL →− (0,1)1
SXZ OOL ⊗→− 01 →−L :  

 (0,1)A0 1 SO→→ ((0,0,0,1) 1

XSOD ExtO
×

→ (0,1)),( SXZ OO ⊗D →− )1L  

 (2

XSOExt
×

→ (0,1)),( , SXSXZ OI ⊗×D ).1−L                                     (17) 

Так как пучок  имеет гомологическую размерность 1, то 
(2

XSOExt
×

(0,1)),( , SXSXZ OI ⊗×D 0.)1 =−L  Обозначим  

:=A2 (1

XSOExt
×

(0,1)),( SXZ OO ⊗D .)1−L  

Пучок )(D  включается в точную тройку  
 SO→0 SOL →−1 →⊗ − ))(( 1LDOX 0.(0,1))( * →⊗ YOψD  
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Применим функтор (0,1),( SXZXSO OOHom ⊗−
×

)1−L  к этой точной последовательности: 

SXSO OHom (0
×

→ (0,1)),)(( 1
SXZX OOLDO ⊗⊗ −

SXSO OHomL ()1

×

− → (0,1),1
SXZ OOL ⊗−

01)(0,A) *
2

1 →−⊗→−
YOL ψ , или  
(0,1)0 SXZ OO ⊗→ (0,1))( SXZX OODO ⊗→− 0,1)(0,A *

2 →−⊗→ YX OO ψ  а значит,  

 (0,1)=A2 SO .|(0,0,0,1) DZOD                                             (18) 
Объединив (17) и (18), получим точную последовательность 

(0,1)A0 1 SO→→ (0,1)(0,0,0,1) SD OO → 0,|(0,0,0,1) →DZOD  откуда  

 (0,1)=A ,1 SZ OI ⊗DD
(0,0,0,1).DO                                          (19) 

Из (16) и (19) тогда следует, что точна последовательность  
 1)(0,0 −→ SO ((1,0,0,1) 1

XSOD ExtO
×

→ ),(D →)  

 
 (0,1), SZ OI ⊗→ DD

0.(0,0,0,1)→DO                                       (20) 

Из (20), (11) и (13) следует изоморфизм  
 (1

*2 XSOExtpr
×

),(D (0,1)() ,*2 SZ OIpr ⊗≅ DD
,(0,0,0,1)) DD OO ≅  

где  – проекция. DDSpr →×:2

В качестве пучка  выберем расширение (15), задаваемое элементом  при 

каноническом отождествлении 

E )(1 0
DOH∈

≅)(0
DOH (( 1

*2
0

XSOExtprH
×

),(D ≅))
 

(Ext1 ),(D .)  

Далее, ограничим точную тройку (15) на :  D
                                           (21) 

где ((kerco:= 1
XSOTor × →),)( DD O )D . Пусть Dy∈ . Так как 

3
}{| ZIyS ≅×  – пучок идеалов 

нульмерной схемы длины 3 на  и S SOyS ≅× }{|)(D , то пучок }{| yS ×E  является расширением 

вида  и его классы Чженя  и  равны 0 и 3 соответственно. 0}{|0
3

→→×→→ SZ OySI E 1c 2c

Элемент (Ext1∈ζ ),(D ) , задающий тройку (21), является образом элемента 
(Ext)(1 10 ≅∈ DOH ),(D )  при морфизме  

:~s  (Ext1 ),(D ) → (Ext1 ),(D ) .                                        (22) 
Рассмотрим коммутативную диаграмму   
 

 
 
Ограничим первый столбец диаграммы на :  D
  

Применим к полученной точной последовательности функтор (
DOHom )),( −D : 

  
Взяв прямой образ этой тройки при морфизме XXSpX →×: , получим изоморфизм  
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Поскольку  

 
то  

                           (23) 

Проверим, что сечение 
 

соответствующее элементу ζ  при изоморфизме (23), не обращается в нуль во всех точках Dy∈ . 
Это означает, что для всех Dy∈  точные тройки 0}{|0

3
→→×→→ SZ OySI E  нерасщепимы. 

Из (10) и (14) следует, что пучок ⊗D )(1 D−−  включается в точную последовательность 

1)(0,0 −→ SO →(1,1,0,1)DO ⊗D (0,1))( ,
1

SZ OI ⊗→−−
DD

D 0,(0,1,0,1)→DO   

а следовательно, (*2
1 prR ⊗D (0,1)())( ,*2

11
SZ OIprR ⊗≅−−

DD
D .(0,1,0,1))DO  Аналогично (12) 

имеем:  
(0,1)( ,*2

1
SZ OIprR ⊗DD

=(0,1,0,1))DO  (0,1)( ,*2
1*

SYSZ OIpR ⊗×ψ (0,1,0,0)(0,1)) DY OO ⊗ , 

где пучок (0,1)( ,*2
1

SYSZ OIpR ⊗× (0,1))YO  изоморфен  (см. доказательство леммы). Тогда  
0/HYN

 (*2
1 prR ⊗D ))(1 D−− (0,1,0,0),=

0/
*

DHY ON ⊗ψ  

где YD →:ψ  – проекция. 
Морфизм ψ  раскладыватся в композицию DY ππψ o= , где YD DD →:π , 

. Имеем: YDNP YHYY →∨ =)(:
0/π *ψ (*2

1 prR ⊗D =−− ))(1 D =(0,1,0,0)*0/ DHY ON ψ⊗  

 
Следовательно, 1).(0,(0,1)2==(1,0,0)

0/0/*0/ −⊕⊕⊗⊗ ∨
YYYHYHYYDYHY OOONNON π

(0H (*2
1 prR ⊗D =−− )))(1 D =1))(0,(0,1)(20 −⊕⊕ YYY OOOH

 
 где  – проекция. 

Сечение  пучка 

=1)))((1)(2( 111
*0 −⊕⊕

PPP
OOOH π ,1))((1)(2 111

0 −⊕⊕
PPP

OOOH 1: PY →π

0≠Ys 1)(0,(0,1)2 −⊕⊕ YYY OOO  обращается в нуль в какой-либо точке Y  тогда и 
только тогда, когда соответствующее ему сечение 01 ≠P

s  пучка 1)((1)2 111 −⊕⊕
PPP

OOO  

обращается в нуль в какой-либо точке . Но сечение 
 
(а значит, и ) по построению G-

инвариантно, где G= . Так как группа G действует на 

1Py∈ s 1P
s

)( 0)( 2 xStab
PPGL

1P  транзитивно, то обращение 

 в нуль в точке y  противоречит G-инвариантности этой точки. Таким образом, 
 
и  нигде не 

обращаются в нуль. Соответственно, сечение   
 является G-инвариантным, где G – группа автоморфизмов расслоения 

над 

1P
s 1P

s Ys

=⊗∈ ))0,0,1((
0/

*0
YY DHYYD ONHs π

))0,1,1()1,1,1((0 −⊕−
YY DD OOH

1P
 
со слоем Aut(f)=PGL(f) над слоем f проекции , причем группа G действует 

транзитивно на слоях проекции 

1PS →

Yπ , а значит, сечение  также нигде не обращается в нуль. Таким 

образом, сечение 
YDs

 ,  

задаваемое посредством морфизма (22) сечением , нигде не обращается в нуль.    □  

))0,1,1,0()1,1,1,0((0 −⊕− DD OOH
)(1 0

DOH∈
Пусть Dy∈ . Пучок E =  на  является нетривиальным расширением вида 

. Среди таких пучков есть нестабильные. Пучок 
}{| yS ×E S

00 ,3
→→→→ SSZ OEI E  имеет 
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дестабилизирующий подпучок , , тогда и только тогда, когда элемент  

является образом ненулевого элемента 
xI 3Zx∈ ),(Ext

3

1
ZS IO∈ξ

),(Hom xS kO∈′ξ  при вложении 

. Так как  и ,  множество 

классов нестабильных пучков составляют в  гладкий дивизор 

),(Ext),(Hom0
3

1
ZSxS IOkO →→ 2

3

1 =),(Ext kIO ZS kkO xS =),(Hom

D ϒ ,  причем  – тройное 
накрытие. 

→ϒ )(1
0 Yg −

Точки схемы  соответствуют классам изоморфных расширений вида , 

где  содержится в одном слое  проекции , поэтому для  выполняется 
. Тогда по теореме о полунепрерывности отсюда следует, что 

ϒ 00
2
→→→→ Zx IEI

xZ ∪2 f 1: PSp → ϒ∈][E
2=(0,1))(0 Eh Ψ⊂ϒ , где 

 – дивизор на 2}(0,1))(|]{[:= 0 ≥∈Ψ EhXE X  (геометрическое описание Ψ  дано в [1]). 
Итак, мы получили следующий результат. 
 
Теорема.  1) Для всех )(\ ϒ∪Φ∈ Xx  пучки }{| xS ×E  -стабильны. −H
2) Пусть  и −∈ME][ E  не является расширением вида , где  

содержится в одном слое  проекции . Тогда для некоторой точки 

00
2

→→→→ yZ IEI 2Z

f 1: PSp → Xx∈  
. ][=}]{|[ ExS ×E

 
Гипотеза.  Пусть XX →11 :ρ  – раздутие многообразия X  вдоль ϒ , 122 : XX →ρ  – раздутие 

многообразия  вдоль . Тогда существует регулярный бирациональный морфизм  1X prop)(1
1 Φ−ρ

  ,2 −→ MX
раскладывающийся в композицию трех стягиваний вдоль гладких дивизоров. 
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