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Компоненты схемы модулей стабильных пучков ранга 2  
без кручения с классами Черна 0=2,=1,= 321 ccc −   

на трехмерном проективном пространстве 

В настоящей статье дается классификация неприводимых компонент схемы модулей Гизекера – Маруямы 
1,2,0)(2;M −3P  стабильных когерентных пучков без кручения ранга 2 с классами Черна 1=1 −c , 2=2c , 0=3c  на 

трехмерном проективном пространстве 3P . Доказано, что схема модулей 1,2,0)(2;M 3 −
P  есть объединение четырех 

неприводимых компонент, размерности которых равны 11, 15, 19 и 11. 

Ключевые слова: компактификация, схема модулей, когерентный пучок ранга 2 без кручения, трехмерное проективное 
пространство. 

М. А. Zavodchikov 

Components of the Moduli  Scheme of Stable Bunches of the Rank 2 Torsion Free Sheaves with Chern 
Classes  0=2,=1,= ccc − 321  on  Three-Dimensional Projective Space 

In this paper we consider the Giseker – Maruyama moduli scheme 1,2,0)(2;M:= 3 −
P

M  of stable coherent rank 2 torsion 

free sheaves with Chern classes 1=1 −c , 2=2c , 0=c3  on 3-dimensional projective space 3P . We prove that a scheme 

1,2,0)(2;M:= −M 3P  is a union of four irreducible components of dimentions 11, 15, 19 and 11 correspondingly. 

Keywords: compactification, moduli scheme, coherent torsion free rank 2 sheave, 3-dimensional projective space. 

§ 1. Введение 

В статье рассматривается схема модулей Гизекера – Маруямы 1,2,0)(2;M:=M 3 −
P  стабильных 

когерентных пучков ранга 2 без кручения с классами Черна 1=1 −c , 2=2c , 0=3c  на трехмерном 

проективном пространстве 3P . Геометрия пространств модулей ,0),(2;M 13 nc
P  стабильных 

когерентных пучков ранга 2 без кручения с классами Черна 0=1c  или -1, nc =2 , 0=3c  на 
трехмерном проективном пространстве 3P  к настоящему моменту изучена только для малых n . А 

именно при 0=1c  полная классификация всех компонент пространства ,0)(2;0,M 3 n
P  получена 

лишь для 1=n  (см. [17]) и 2=n  (см. [16]). При 1=1 −c  число n  принимает только четные значения, 

и известно, что для любого четного n  пространство модулей ,0)1,(2;M 3 n−
P  непусто и содержит 

компоненту )1,(M 3 n−
P , которая является замыканием открытого множества )1,(M 3 n−

P  локально 
свободных пучков. В работе [10] Р. Хартсхорн и И. Сольс показали, что пространство модулей 

1,2)(M 3 −
P  стабильных локально свободных пучков ранга 2 с классами Черна 1=1 −c , 2=2c  на 3P  

является неприводимым неособым рациональным многообразием размерности 11. В статье 

Х. Мезегера, И. Сольса и С. А. Стремме [15] описано замыкание 1,2)(M 3 −
P  многообразия 

1,2)(M 3 −
P  в схеме M . В работе автора [1] рассмотрены два подмножества пучков  
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 xk≈∈ ∨∨ EEEM /|M]{[:=1 , где x – некоторая точка в 3P }, (1) 
  
 ,/|M]{[:=2 yx kk ⊕≈∈ ∨∨ EEEM  где x и y – различные точки в 3P } (2) 

в M , имеющие размерности 15 и 19 соответственно, и доказано, что их замыкания 1M  и 2M  – 

неприводимые компоненты в M , отличные от 1,2)(M 3 −
P . В настоящей статье рассматриваются три 

новых неприводимых подмножества пучков в M :  
 (1),/|M]{[:=3 mOEEEM ≈∈ ∨∨

где m – некоторая прямая в 3P }; (3) 
  
 ,/|M]{[:=4 QEEEM ≈∈ ∨∨ где Q включается в тройку вида (5)}; (4) 
  
 0,0 →→→→ mx OQk  (5) 

где x  – некоторая точка в 3P , а m  – некоторая прямая в 3P ;  
 ,/|M]{[:=5 QEEEM ≈∈ ∨∨

где Q – пучок из точной тройки вида (7)}; (6) 
  
 0,1)(0 0 →−→→→ mOQQ  (7) 

где 0Q  – артинов пучок длины 2, а m  – некоторая прямая в 3P . Показывается, что M  есть 

объединение неприводимых множеств 1,2)(M 3 −
P , 1M , 2M , 3M , 4M , 5M . Основной результат 

настоящей статьи состоит в том, что многообразиями 1M , 2M , 3M  и 1,2)(M 3 −
P , где 11=dim 3M , 

исчерпываются все неприводимые компоненты схемы M , то есть имеет место следующая теорема. 
 
Теорема 1. M  является объединением четырех неприводимых компонент, одна из которых есть 

1,2)(M 3 −
P , две другие компоненты 1M  и 2M  размерностей 15 и 19 суть замыкания в M  множеств 

1M  и 2M , определенных в (1) и (2) соответственно, а компонента 3M  имеет размерность 11. 
Дадим краткое содержание статьи по параграфам. В § 2 доказывается, что все пучки из M  с 

нульмерными особенностями лежат в 21 MM ∪ . В § 3 определены множества пучков 3M , 4M , 5M  из M  с 

особенностями размерности 1, и доказано, что 543213 1,2)(M=M MMMMM
P

∪∪∪∪∪− . В § 4 мы 

доказываем, что 3M  есть неприводимая компонента размерности 11 в M . § 5 посвящен доказательству 
того, что 4M  неприводимо. В § 6 доказывается, что 14 MM ⊂ . В статье основным полем k  является поле 
комплексных чисел C . Через ][E  будем обозначать класс изоморфизма произвольного когерентного пучка 
E , а через 3:=

P
OO  – структурный пучок трехмерного проективного пространства. 

 
§ 2. Пучки из M  с нульмерными особенностями 
В настоящем параграфе мы опишем пучки M][ ∈E , которые имеют нульмерные особенности. 

Рассмотрим произвольный пучок 1,2)(\M][ 3 −∈
P

E M . Ввиду локальной несвободы пучка E  и условия 
0=)(3 Ec  рефлексивный пучок ∨∨E  не изоморфен пучку E  (см. [9, 17]), и точна последовательность:  

 0,0 →→→→ ∨∨ QEE
εcan

 (8) 

где EEQ /= ∨∨ ,  a ∨∨→EE:can  – канонический морфизм, инъективный в силу того, что E  – пучок 
без кручения. Поскольку EQ ingupp SS ⊂  и 1Sdim ≤Eing  для пучка E  без кручения (см. [4, 
Компоненты схемы модулей стабильных пучков ранга 2 без кручения с классами Черна 
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Следствие на стр. 109]), то 1dim ≤Q . В работе автора [1] было показано, что при условии 0=dimQ  
возможны два случая: )a  1=)(Ql  и )b  2=)(Ql , где )(Ql  – длина артинова пучка Q . Случай )a  
описывается множеством 1M , определенным в (1). Пучки 1ME∈  включаются в точную тройку:  

 0.0 →→→→ ∨∨
xkEE  (9) 

Пучок ∨∨E  – стабильный рефлексивный пучок с классами Черна 1=)(1 −∨∨Ec , 2=)(2
∨∨Ec , 

2=)(2
∨∨Ec . Пучок ∨∨E  входит в точную тройку  

 0,1)(0
21
→→→−→ ∪

∨∨
llIEO  (10) 

где 1l  и 2l  – скрещивающиеся прямые в 3P . Пучки ∨∨E  описаны в [14]. В работе [1] было доказано, 
что 1M  есть компонента в M  размерности 15. 

В настоящем параграфе рассматривается множество всех пучков, удовлетворяющих условию )b , 
то есть множество  

 EEEM /|M]{[:= ∨∨∈b  – артинов пучок длины 2}. (11) 

По определению множество 2M  (см. (2)) лежит в bM . В работе [1] было доказано, что 2M  есть 
компонента в M  размерности 19. Основным результатом настоящего параграфа является следующее 
предложение. 

Предложение 1. 2MM ⊂b ; тем самым, все пучки с нульмерными особенностями лежат в 21 MM ∪ .  

Рассмотрим uotQ -схему 2),2)(1)((2Q:=Q −⊕− OOM uotuot
b  классов эквивалентности фактор-

пучков пучка 2)(1)(2 −⊕− OO , имеющих многочлен Гильберта равный 2. 
 

Лемма 1. Схема b
uotMQ  неприводима.  

Доказательство.  Рассмотрим пучок bME ∈][ . В статье [1] показано, что ∨∨E  – стабильный 

рефлексивный пучок ранга 2 с классами Черна 1=)(1 −∨∨Ec , 2=)(2
∨∨Ec , 4=)(3

∨∨Ec . Согласно [9, Ex-

ample 4.2.3], пучок ∨∨E  включается в точную тройку 0,1)(0 →→→−→ ∨∨
CIEO  где C  – некоторая 

коника в 3P . Используя эту тройку и 02)(1)(3)(0 →→−⊕−→−→ CIOOO , получаем локально 

свободную резольвенту пучка ∨∨E : 0.2)(1)(23)(0
1

→→−⊕−→−→ ∨∨EOOO
e

 С помощью точной 

тройки (8) и сюръекции ∨∨→−⊕− EOO
1

2)(1)(2
e

 строим следующую коммутативную диаграмму: 
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где K  – ядро отображения 1= eoεθ . Так как многочлен Гильберта ))((:=)( nnP QQ χ  пучка Q  

равен 2, то по определению класс ]2)(1)([2 Q²OO
θ

−⊕−  эпиморфизма θ  по модулю автоморфизмов 

пучка Q  есть точка схемы b
uotMQ . Пусть b

uot
b

uot MM
Q)OOO QQ2))(1)((2 →−⊕−  – универсальный 

эпиморфизм на b
uotMP Q3 × , и пусть K  – ядро этого эпиморфизма. На b

uotMP Q3 ×  рассмотрим 

пучок )(3)(:=(3) Q3
b

uotMP
)OO⊗KK . По построению для любой точки b

uotq MQ∈  имеем 

(3)=(3) KqkK ⊗ , где (3):=(3) OKK ⊗ . 

Пусть bb
uotuotp MMP QQ: 3

2 →×  – проекция. Над схемой b
uotMQ  рассмотрим проективный 

спектр 
b

uotproj MT Q)(3))((:= *2

ρ

→∨KP  симметрической алгебры пучка ∨(3))( *2 Kp , и пусть 

(1)TO := (1)Q/
b

uotMTO  – пучок Гротендика на T  относительно проекции ρ . В силу замены базы [5, 

Следствие 12.9] следует, что пучок (3)*2 Kp  локально свободен. Отсюда в силу неприводимости 

схемы b
uotMQ  получаем следующее предложение. 

Предложение 2.  Схема T  неприводима.  
Далее докажем, что множество bM , определенное в (11), неприводимо. Рассмотрим декартов 

квадрат  
 

 
Существует естественный эпиморфизм ∨(3))(: *2

* Kpρε  (1)T²O  и двойственный ему морфизм 
∨∨∨ →− )(3))((1)(: *2

* Kpρε TO . Так как пучок (3)*2 Kp  локально свободен, то имеем изоморфизм 

пучков (3))(3))(( *2*2 KK pp ≈∨∨ . Тем самым, существует изоморфизм 

(3)~~)(3))(( *
*2*2

* KK ρρ pp ≈∨∨ . Поэтому, поднимая морфизм ∨ε  на TP ×3 , получаем морфизм 

пучков (3)~~~1)(~:~:= *
*22

*
2

*
2

* Kρεφ pppp →−∨
TO . Пучок (3)K  порождается своими 

сечениями и 220 =(3))(H kK . Отсюда и в силу замены базы отображение вычисления 

(3)(3)~~: *22
*' KK →ppev  – сюръекция. Тем самым, морфизм (3)~(3)~~~: **

*22
* KK ρρ →ppev  – 

также сюръекция. Определим пучки E  и F  на TP ×3  как коядра композиций 3)(::= 3 −
P

Oφλ oev  

K*~1)( ρ
λ
→−TO   и 3)(: 3 −

P
Oξ  2))(1)((2~1)( 33

* −⊕−→−
PPT OO°O Kρ

λ

 TO  соответственно. Теперь 

мы можем построить следующую коммутативную диаграмму:  
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Рассмотрим в T  открытое подмножество 2))(1)(((2|{:= −⊕−∈ OOTtT  

}{3|3 3))(1))/(
t××

−−
PTPT OO  – рефлексивный пучок на 3P }. По построению ограничение диаграммы 

(14) на t×3P , где t  – точка в T , есть диаграмма (12). Выберем произвольный пучок ][E  из 
множества bM . Используя точные тройки (8) и 01)(0 →→→−→ ∨∨

CIEO , мы можем построить 

коммутативную диаграмму (12). Тем самым, определена точка Tt s ∈)],([= kθ , где b
uotMQ][ ∈θ , а 

sk  – класс пропорциональности сечения s  пучка (3)K . Поэтому всякий пучок ][E  из множества 

bM  представлен точкой Tt∈  такой, что ][=][ 3| t×P
E E . Следовательно, bM  совпадает с образом 

модулярного морфизма ][:M: 3| t
tTf

×
→

P
Ea . В связи с этим, в силу неприводимости T  верно 

следующее предложение. 
 

Предложение 3. Множество bM  неприводимо.  

Рассмотрим открытое в T  плотное подмножество yxt
TtT kkEF ⊕∈

×
;

P3|0 )/(|{:= , где x  и y  – 

различные точки в 3P о определению }. П 20 )(Tf . Отсюда = M  (см. 2) 2M  есть плотное подмножество 

в bM  в силу пре жения 3. С другой стороны, в работе [1] было доказано, что замыкание дло 2M  
множества 2M  в схеме мод ей ул M  является неп водимой компонентой в ри M  размерности . 

Отсюда получаем, что 

19
22 MMM ⊂⊂ b . Предло  доказано. жение 1

 
§ 3. Предварительные вычисления для пучков с одномерными особенностями 
Основным результатом настоящего параграфа является следующая теорема. 
 
Теорема 2.  Схема модулей M  есть объединение множеств 

543213 1,2)(M MMMMM
P

∪∪∪∪∪− .  

М. А. Заводчиков 74



Ярославский педагогический вестник – 2012 – № 1 – Том III (Естественные науки) 

Рассмотрим пучки M][ ∈E , включающиеся в точную тройку (8), для которых 1=dimQ . Тогда 
0=)(1 Qc , и, тем самым, многочлен Черна пучка Q  имеет вид 

3
3

2 )(1=)( tcltct QQ +− , где 
)(:= 2P

OQ⊗χl  для общей плоскости 32 PP ⊂ . Отсюда и из (8) получаем равенство: 
=))()/(1)()((1=)( 3

3
23

3
2

2 tclttctctct QEEE +−++− ∨∨∨∨
 

.))()(())((1=))()(1)()((1 3
33

2
2

3
3

23
3

2
2 tclctlcttclttctct QEEQEE −−+++−−+++− ∨∨∨∨∨∨∨∨

 По 

определению 1=)(1 −Ec , 2=)(2 Ec , 0=)(3 Ec , поэтому из предыдущего равенства получаем, что  

 ),(2=2=)( 22 QE clc +−∨∨  (15) 
  
 ).(=)( 33 QE clc +∨∨

 (16) 
 
Замечание 1. Пусть E  – стабильный когерентный пучок ранга 2 без кручения с классами Черна 

1=)(1 −Ec , 2=)(2 Ec , 0=)(3 Ec  на 3P . Тогда ∨∨E  μ -стабилен [см. 4, Глава II, Лемма 1.2.4(iii)].  
 

Замечание 2 Если чистый пучок F  на 3P  μ -стабилен, то он является стабильным [см. 11, 
Lemma 1.2.13] .  

 
Из замечания 1 следует, что пучок ∨∨E  μ -стабилен, а из замечания 2 получаем, что ∨∨E  

стабилен. Так как ∨∨E  – стабильный рефлексивный пучок и 1=)(1 −∨∨Ec , то 1)(2 ≥∨∨Ec  [9, 
Corollary 3.3]. Из условия 1=dimQ  следует, что 0>l , поэтому из равенства (15) получаем, что 

)(=1= 2 Qcl − , тем самым, 1=)(2
∨∨Ec . Согласно [9, Example 4.2.3], пучок ∨∨E  входит в точную 

тройку:  
 0,1)(0 →→→−→ ∨∨

lIEO  (17) 

где l  – некоторая прямая в 3P  и 1=)(3
∨∨Ec . Итак, имеем равенства  

 1.=)(1,=)(1,=)( 321
∨∨∨∨∨∨ − EEE ccc  (18) 

Нетрудно увидеть, что пучок ∨∨E  имеет локально свободную резольвенту вида  

 0.1)(32)(0 →→−→−→ ∨∨EOO
e

 (19) 
Также включается в каноническую последовательность  
 0,(1)30 →→→→→ ∨∨

POOOE  (20) 
где P  – точка в 3P . Точка P  является особенностью пучка ∨∨E . 

Отсюда и из (16) находим, что 0=)(3 Qc . Из полученных выше равенств следует, что многочлен 

Черна )(Qtc  пучка Q  равен 21 t− , поэтому QuppS  есть некоторая прямая m  в объединении с не 
более чем конечным числом точек, и Q  включается в точную тройку:  

 0,)(0 0 →→→→ nmOQQ  (21) 

где 0.=dim 0Q  Определим возможные значения n . Пучок ∨∨E  порождается глобальными 

сечениями, значит то же верно и для любого его факторпучка. А пучок 1)( +nmO  порождается 
глобальными сечениями, когда 01≥+n , следовательно, 1≥n . 

Так как 0)( 0 ≥Ql , 1−≥n  и 1=)( 0 nl +Q , то для пары )(( 0Ql , n ) возможны три случая: 1) 
0=)( 0Ql , 1=n ; 2) 1=)( 0Ql , 0;=n  3) 2=)( 0Ql , 1.= −n  

В случае 1) из ()  следует, что (1)= mOQ  и точная тройка (8) имеет вид:  
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 0.(1)0 →→→→ ∨∨
mOEE  (22) 

Случаю 1) соответствует множество пучков 3M , определенное в (3), которое будет рассмотрено в 
§  4 настоящей статьи. В случае 2) пучок Q  включается в точную тройку (5). Этому случаю 
соответствует множество пучков 4M  (см. 4), которое будет рассмотрено в §  5 и §  6 настоящей 
статьи. В случае 3) пучок Q  включается в точную тройку (7). Множество 5M , соответствующее 
случаю 3), было рассмотрено в статье автора [12]. 

Таким образом, множества 3M , 4M , 5M  в M  соответствуют случаю 1=dimQ . Согласно 
предложению 1, пучки E  из M , соответствующие случаю 0=dimQ , лежат в объединении 1M  и 

2M . Случаю 0=Q  соответствует подмножество 1,2)(M 3 −
P  в M . Отсюда, так как 1dim ≤Q , 

получаем теорему 2 – основной результат настоящего параграфа. 
 
§ 4. Множество 3M  

В настоящем параграфе мы докажем, что замыкание 3M  множества 3M , определенного в (3), 
является 11-мерной неприводимой компонентой в M . Другими словами, имеет место следующая 
теорема. 

 
Теорема 3. 1) Множество 3M  является 11-мерным неприводимым подмножеством в M . 2) 3M  

есть неприводимая приведенная компонента размерности 11 в схеме модулей M . 
Для доказательства теоремы 3 мы построим семейство пучков E  с базой, биективно 

отображающейся на 3M  посредством модулярного морфизма (см. предложение 4 ниже). Для этого 

нам потребуется описание рефлексивных пучков на 3P  с классами Черна 1==1,= 321 ccc − , 
данного в [9, Lemma 9.3]. Из этого описания непосредственно следует, что пространство модулей 
таких пучков канонически изоморфно 3P  и универсальный пучок F  на 33 PP ×  существует и 
включается в точную тройку  

 2)(0 3 −→
P

O   1)(33 −→
PP

OO   0.1)(T 3 →→− F
P  (23) 
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Положим GY де×3:= P , г  (1,3):= G маниан прямых в G  – грасс 3P . усть П 333
12 PP ×pr , : P→×Y

GYpr ×→× 33
13 : PP  и YYp →×3:P  – про кцие и, }| mxG ∈  – график ),{(:= 3mx ×∈Γ P

инциденции в G×3P . Рассмотрим пучок (1))(:= *FHA promp ,
~

12*
Γ

O  на Y , где 31
13 )(:=~ P; ×ΓΓΓ −pr  

и (1)
~Γ

O =
Γ

× ~
33 |(1)

GPP
)OO . 

 
Лемма 3. Пучок A  локально свободен.  

 *
12prД  точной оказательство. Применяя к тройке (23) фу р , получаем  нкто

 2)(0 3 −→
P

O    3P   O 1)(3 −→OO
PG   1)(T 3 −

P  0,→→ ΣFOG  (24) 

где Y×Σ := P  и 3 FF := pΣ . Имеем изоморфизм пучков * (1)(1)),(
�� Σ

Γ
Σ

Γ

∨ ⊗≈ OFOFHom . Так как F  – 

рефлексивный пуч я [ si  1.10], получаок, то использу 9, Propo tion ем изоморфизм ∨
ΣΣΣ ⊗≈ FFF det . ∨

Легко видеть, что (1)det 3P
OF ≈∨

Σ   1)(3 −
P

O  GO . Тогда пучок (1)),(
~Γ

Σ OFHom  изоморфен пучку 

)|
~Γ

GO1)(3 −
P

O  . Пусть ),(= ymzy(2)( 3P
OF ⊗Σ   – произвольная точка в Y . Очевидно, что 
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(2)(1)|(1)),(
}3{~ ymymy

om OOOFH
P

⊕≈
×

Γ
Σ zymy

om k≈
×

Γ
Σ (1)2|(1)),(

}3{~
OOFH

P
⊕

ymz∈/, если , и , 

если ymz∈ . Из равенства многочленов Гильберта пучков (2)(1)
ymym OO ⊕  и zym k⊕(1)2O  и из 

[11, Proposition 2.1.2] получаем, что пучок (1)),(
~Γ

Σ OFHom  – плоский над Y . Отсюда так как 

5=(1))),(,(h
~

0

Γ
Σ OFHomy Yy∈ для любого , то, применяя замену базы [5, III, Следствие 12.9], 

получаем, что A  – локально свободный пучок.            
Пусть P  )(:= ∨AProj  – проективный спектр симметрической алгебры пучка ∨A  и (1)PO  – 

пучок Гротендика на нем. Имеем декартов квадрат:  
 

 
где Y→P:π  – структурный морфизм. Рассмотрим естественный эпиморфизм (1): *

POA →∨πε  и 

ему двойственное отображение ∨∨∨ →− )(1)(: *AO πε P . В силу локальной свободы A  имеем 

AAA *** )()( πππ ≈≈ ∨∨∨∨ . Рассмотрим композицию 
canid

ompp
⊗

Γ
ΣΣ →⊗ (1)),(:

~*
* OFHFψ  

mult
om →⊗

Γ
ΣΣ (1)),(

~
OFHF  (1)

~Γ

O  и отображение →⊗
Γ

ΣΣ (1))),((:
~*

***
OFHF omppπψπ  (1)

~

*

Γ

Oπ . 

Изоморфизмы ≈⊗≈⊗
Γ

ΣΣ
Γ

ΣΣ (1)),((1))),((
~*

***

~*
**

OFHFOFHF omppompp πππ  

(1)),(
~*

***

Γ
ΣΣ ⊗ OFHF ompp ππ  определяют композицию 

→−⊗⊗ Σ
∨ 1)(:)(=

****
POF pidp πεψπχ o  (1)

~

*

Γ

Oπ . Рассмотрим в P  открытое подмножество *P  

такое, что *|P
χ  – сюръекция. 

Определим семейство пучков E  как )(ker *|P
χ . По построению ограничение yy ×3|

=
P

EE  пучка E  

для произвольной точки 
*>)(1):<,],([= P∈

ymyyy my ²OFF ε , где ][ yF  – класс изоморфизма пучка 

yy p
×3|

**
)(=

P
FF π , ym  – прямая в 3P , а >< ε  – класс пропорциональности эпиморфизма ε , 

принадлежит множеству 3M . Тем самым, определен морфизм 3
*: M→Pf : yy Ea . Очевидно 

следующее предложение. 
 

Предложение 4. Отображение f  является биекцией. 
Схема P  есть проективная неприводимая схема, так как пучок A  локально свободен. По 

построению размерность P  равна 11, и в силу предложения 4 имеем .dim=)(dim=11 3
* MPf  

Отсюда получаем утверждение 1 из теоремы 3. Следовательно, размерность любой неприводимой 
компоненты схемы M , содержащей 3M , не меньше, чем 11, то есть 
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11,MTdim ][E  где =dimMTdim 33][ ME ≥≥ 3ME∈ . Так как E чок, то, как известно  – стабильный пу

из [13], ),(Edim=M 1
] EExt . Да , §2], Tdim [E лее, согласно [2 11=),(Edim 1 EE , откуда следует, что xt

11=MTdim ][E . Отсюда пол аем, что уч 11=MTdim 3][E , поэтому 3M  есть неприводимая 
приведенная компонента размерности 11 в M . Тем самым, получаем утверждение 2 теоремы 3, чем 
завершается ее доказательство. 

 
§ 5. Множество 4M  

 настоящем параграфе рассматривается
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В  множество 4M  пучков E , определенное в (4). Основным 
результатом является следующая теорема.  

 
Теорема 4. Множество 4M  непри имо.  
Мы построим плоское с ейство 

вод
ем 4E  пучков E  с непр мой ниже черезиводимой базой, обозначае  

W при модулярном морфизме ][:M:
}{3|4 w

wWg
×

→
P

Ea   такое, что образ схемы W  есть 4M . 
 
Предложение 5. Схема W  неприводима.  
Для док ожения 4 делаем нескольк дварительных пос  

Гильберта 
азательства предл  с о пре троений. Многочлен

))((=P QQ :)( nn χ  пучка  2+n ,  кла  поэтому сс ]([3 0O →−   Q  из (5) равен 1) Q→

эпиморфизма α  по м  пучкаодулю автоморфизмов  Q  есть точка uotQ  -схемы
2)((3Q:=Q +−uotuot O  фактор-пучков пучка 1),n 1)(3 −O чл ном Гильберта  с много е 2+n . 

з прямое произведение схем u t . Рассмотрим роекции Обозначим чере X  oQ33 ××PP  п
33

12 : PP ×→Xp , uoXp :13 → tQ3 ×P , uotQ:= 3 ×P . На YX: →π uotQ3 ×P  имеетс

зм 

я 

универсальный эпиморфи 1)−   (3O 0QO →→uotQ . Рассмотрим пучок ),( *
13

*
12 QOH O ppom

X Δ , 

где Δ  – диагональ в 33 PP × . Согласно утверждению [8, 7.7.8-9], существует 
когерент

Гротендика 
ный YO -пучок N  такой, что для любой подсхемы Z  в схеме Y  существует изоморфи  

пучков

зм

 ≈⊗Δ ,( 13
*
12X

pp QOO )**
Zom OH π ),( Zom ONH . В частности, беря в качестве подсхемы Z  

точку Yy∈ , получаем, что 0),(H=),(H
}{3{ } ≠

×× yyyx P , тогда и тольк когда komkom NQ о тогда, 

Nuppy S∈ . Рассмотри ную подсхему м приведен Π~  заданную идеалом AnnN . в Y , Как

множество 

 

Π~  совпадает с }0|0])1)([3=,{(=S
}{|}{| yy ×× 33 xkYyxupp →→→→ ∈−

PP
QQON . 

Обозначим через 
Π~

ΔO
 пучок 

Π×
Δ ⊗ ~3

*
12

P

OOp  и через 
Π~

Q  пучок 3P Π×

⊗
~3P

OQ . O  Возьмем в 

вышеупомянутом утверждении Гротендика Π~=Z . Тогда имеется точная тройка:  

 0,),(0 '

~~~~ ΠΠΠΠ

где 

→→→⊗→ ΔΔ QQQOHO
can

om  

)(c:= canokerQ . Обозначим через '
Nπ  проекцию Π→Π× ~~: 3PNπ

. По утв ждению 

о ендика [8, 7.7.8-9] существует ко

ер

Гр т герентный пучок 'N  такой что для любой,  подсхемы Z  в сх  еме

Π~  имеется изоморфизм пучков 
),( '

~

*
ZN om OQOH ⊗

Π

Δπ ≈  ),( '
Zom ONH . Определим в Π~  
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замкнутую подсхему ' , заданную идеалом Π 'AnnN . Пусть uotp Q  – проек огда Y: → ция, т
)(::= '|' Π→Π

ΠΠ
ppp  – ву накрытие. Обозначим через 

''
 д листное 5

Q Muot  образ схемы )( 'Πp  при 

проективном морфизме p . 5
Q  замкнутым подмножеством в Muot  является uotQ  в у 

проективности мо

сил

рфизма p . На )(=Q '

5
ΠpuotM  введем структуру приведенной подсхемы в uotQ . 

По построению  

Q0QO M5 включается в тройку

Далее рассмотрим схему 

|Q]1)({[3=Q
s

uotuot
ets

∈→→−  (7)}. (25) 

'\~:=Π Тогда по конструкции морфизм ΠΠ . 4| MΠ  

является бие й, поэтому на 

Q=:)(: uotpp Π→Π

кцие 4
Q Muot  определена структура приведенной локально замкнутой 

подсхемы в uotQ . По построению  

Q0QOM |Q]1)({[3=Q
s

4
uotuot

ets
∈→→− включается в тройку (5)}. (26) 

ассмотрим в

 

 

 4
Q Muot  открытое подмножество Р

 

 mxuotu ∈/∈ |QQ
4M в тройке (5)}. (27) 

Очевидно, что для 

ot →→− ]1)({[3:=* 0QO
*Q]1)([3 uot∈→→− 0QO  имеет м морфи м есто изо з ,xm k⊕≈ OQ . Заметим, 

что если тр ка (5) не спадается, то легко ви еть, что ой ра д m~ , где = OQ
m~  – н денная схема с 

лем 

еприве

носите m  (прямая m  с вложенной точкой x ), поэт раому, ссматривая в 4
Q Muot  подмножес а тв

nruotQ :={ 4
Q]1)([3 MQO uot→  где m~

0 ∈→−  | в (5) m~
= OQ ,  – схема с носит ямойелем на пр  m , 

 в точке неприведенная mx∈ } и dsuotQ :={ |Q]1)([3
4M0QO uot∈→→−  в (5) mx∈  и 

}= xm k⊕OQ , получаем, что  
.QQQ=Q *

 4

 
ме , что множество 

dsnr uotuotuotuot ∪∪M  (28) 

Ниже в лем 4 мы докажем *Quot  неприводимо, в леммах 5 и 6 – что 

nruotQ  и uotQ * ∪ dsuotuot QQ * ∪  – образы неприводимых множеств при некоторых морфизмах в 

4
Q Muot . Отсюда будет следовать, что множество 4

Q Muot  неприводимо (см. лемму 7). 
 

Лемма 4. *Quot  – неприво имое открытое подмножест о в 4
Qд в Muot . 

Доказательство. Пусть G и Γ  – график инциденции в G×3P .  – грассманиан х в  прямы 3P  
Рассмотрим проекцию Γ×→ \Q: 3* PGuotg : ),(0]1)([3 mxm a x→⊕→− k . По п троOO ос ению 

)\(=Q 31* Γ×− PGguot  – открытое подмножество в схеме 4
Q Muot . Слой 

)(A)/1),((3H=),(1
xmxm

epi utomxmg kk ⊕⊕−− OOO , где 

)1)((3H)1)({(3=)1),((3H xmxm
epi omom kk −∈⊕→−⊕− OOOOO

α
, xm k⊕O  | α  – эпиморфизм} 
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 плотное открытое, а значесть ит, неприводимое подмножество в 
9)1),H k ≈⊕ xmO . Так ((3 k−om O

как )x  (A mut k⊕O 2*)(= ×k , то отсюда следует, что слой ),(1 xmg −  н ждой точкой ад ка
Γ×∈ \),( 3 Gxm P  неприводим и имеет размерность 7. Тем самым, множество *Quot  неприводимо 

размерности 14.            

. 

 

Лемма 5 nruotuot QQ * ∪  есть образ в 4
Q Muot  неприводимого множества при некотором 

мо
Доказательство. Расс трим произведение 
рфизме. 

мо G×× 33 PP  и проекции 3P→× , 33
1 : PP × Gpr

GG →pr ××× 333
13 : PPP , GGr ×→×× 33

23 : PP , p 3P 333 PP ×→×Gpr . Пусть 3
12 : PP ×

)(:= 1
131 Γ−prZ  и )(:= 1

122 Δ−prZ , где Δ  – диагональ в 33 PP × . Имеем точ тройку: ную 

00
21121 ∩∪ ZZZZ . Пусть 2
→→⊕→→ ZZ OOOO

GG →×3: PP ×3
~

δ  – раздутие G×3P  вдоль 

гра  
~~

фика инциденции G×⊂Γ P  через '3 . Обозначим δ  проекцию 33 GG ×→× P . 

Докажем, что пучок 

3 ×PP

21

*
3 )( ZZid ∪× O

P
δ  – плоский над 

~
3 G×P . Для этого воспользуемся 

утверждением [3, 9, Следствие 3 ласно ко то существует целое 

число 

], сог торому достаточно показать, ч

0n  тако , что дл пучок ))(()( *
121

*
3

'
* nprid ZZ OO

P
⊗× ∪δδ  е я любых 0> nn  локально свободен

 к тройке

. 

Применим  0)()()()(0
1

→ ∪ZO *
121

*
121

*
12

→⊗→⊗⊕→⊗ ∩ nprnprnpr ZZZZZ OOOOOO  

фу ктор 
*

3
'
* )( δδ ×

P
idн , получим:  

→⊗⊕×→⊗×→ ∪ ))()(()())(()(0 *
121

*
3

'
*

*
121

*
3

'
* npridnprid ZZZZ OOOOO

PP
δδδδ   

 

0.))(()( *
113* ZP

е  о

 2

*' →⊗×→ ∩ nprid Z OOδδ
 (29) 

По определ нию чевидно, что пучки 1Z  и O
2ZO – плоские  над G едовательн пучки ×3P , сл о, 

1

*
3 )( Zid O

P
δ×  и 2Z  также плоские 

*
3 )(id O

P
δ× ~

3 G×P Поэтому пучок . 

))()(()( 121

*
3

'
* nprid Z OO

P
⊗⊕×δδ  локаль

*
Z O но свободен для всех 1> nn , где 1n – некоторое 

ло. Имеем изоморфизм 

 

натуральное чис 21

'
* ( ZZid ∩Oδ . Отображение *23

*

21

*
3 ) ZZ pr∩ ≈× O

P
δδ

Γ→∩ 2123 : ZZpr  является . Тогда изоморфизмом )121*3 nprZZ O⊗∩δ  – обратимый пучо  на (*
2

* pr O к

исключительном дивизоре )(= 1 Γ−δ  раздутия 
~
Γ δ . От получаем, чсюда и из (29) то 

))(()(
23* id

P
⊗×δδ *

11

*' nprZZ OO ∪  локально свободен для 1> nn . Тем самым, пучок 21

*)( ZZid ∪× Oδ  – 

плоский над 
~

3 G×P . 

Рассмотрим схему 1)((3((:= '
* −OHomrojX δP   ))), ~

2
~
13 ∪× ZGP

~
∨

Z
OO , где )()(:= 1

1 Zid −×δ , 
~

1Z

)()(:= 1
2 ZidZ −×δ

~
2

. Имеем 
2

~
1

~21

*
3 =)(

ZZ
ZZid

∪
∪×

OO
P δ . Пусть 

~
: 3 GXp ×→P  – естественная 
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проекция. Пучок 1)((3'
* −OHomδ  

≈
∪×

), ~
2

~
1

~
3 ZZG

OO
P

 (1)3* Oδ окальн  силу 

 его о ние на произвольную точку 

~
2

~
1

'

ZZ ∪  л о свободен, так как в

замены базы граниче
~

3 Gz ×∈P  есть 9=)1),((3H kQ−om , где O

x
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m ⊕O= и k  илQ = OQ ~
m  – структурный пучок а прямой  схемы с носителем н m , неприведенной в 

точке mx∈ . Следовательно, схема X  неприводима. 
и XXq →×3:P  – проекция. Тогда пределен Пусть (1)XO  – пучок Гротендика на схеме X  о

канонический морфизм (1)~
2

~
1 ZZ ∪

→ , и ательно, н морфизм 31)( '
*

*
X p− OO δ , следов определе

(1)31)(: ~
2

~
1

'
*

***

ZZ
X pqq

∪
→− OO δν . Используя  морфизм вычисления 

(1)3 ~
2Z

O строим композицию )((1)3)(: ~
1

*
~
2

~
1

'
*

'**

ZZZ
pidpidev

∪∪
×→× Oδδ , по

(1)3)(1)(: ~
2

~
1

*'*

ZZ
X id помощью естест енного  qev

∪
×→− OO δνo . С в изоморфизма

1)((3(1)3 ~
2

~
1

−≈
∪

OO
ZZ  ~

2
~
1

~
3 ZZG ∪×

 строим физм пучков)∨ ⊗OO
P

мор  1)(3: −OXα   

3~
2

~
1

* ()(
P

OOO ⊗×→
∪ZZ

X pid   (1))X . Так как пучоO к 
2

~~
ZZ ∪  – плоский над 

1
O ~

3 G×P , то учок п

3(
P

O⊗  ~
2

~
1

*)( O×
∪ZZ

pid (1X й над ))O  – плоски X . Тогда су ует морфизм сществ хем 

4
Q: MuotX →Φ такой,   что uotX

*= αα Φ , Q где 1)(3:
4

O
Muot −Qα   44

Q MM
QO uotot →  – 

универсаль й мор

Qu

ны физм. По построению nruotuot QQ * ∪m =i Φ . Тем самым, в силу 

неприводимости X , получаем, что nruotuot QQ * ∪  есть образ неприводимого множества при 
морфизме Φ .            

 

Лемма 6. Схема dsQuotuot ∪*Q  есть образ в 4Muot  неприводимого множества при некотором 

Доказательство  Рассм  чок 

Q
морфизме. 

. отрим пу 21 ZZ OO ⊕  из доказательства мы Очевидно, что этот

пучок – плос

 лем  5.  

кий над G×3P . Пусть 1)(3(:= *23 (1 −OHomprojY P   3O  P
)),G OO  21

∨⊕ ZZ O  и

GYq
q

3 . Слой  q  над  точкой каждой Gmx ×∈ 3),(×→: P  – структурный морфизм  проекции1
P  

изоморфен 
8)1),((3H POO ≈⊕− xm kom , где mx∈ . Поэтому схема 1Y  неприводима. 

Пучок )()*
ZZq OO ⊕(

21
id ×  (1)

1YO  – й над плоски 1Y . Тогда существует мор иф зм 

4
Q: uY →Φ  такой, что 11 Mot

4
Q

*
11 MuotαΦ , где =Yα 1)(:

4
Q −O

Muotα   4
Q3 QO uot→

4
Q MMuot . По 

построению dsuotuotm QQ=i * ∪Φ1 . Отсюда, в силу неприводимости 1Y , получаем, что 

dsuotuot QQ * ∪  есть образ неприводимого множества при морфизме 1Φ .            
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Лемма 7. Схема 4
Q Muot  неприводима. 

Доказательство. Для доказате ства настоящей леммы  воспользуемся легко проверяемым 
утверждением:  если множество 

ль мы
X  п тся образами окрывае 1X  и 2X  двух неприводимых множеств 

и некоторых морфизмах так, что пр 21 XX ∩  есть открытое п в лотное неприводимое множество 

X , то X  неприводи Применим это умо. тверждение к случаю 4
Q= MuotX , dsuotuotX QQ= *

1 ∪ , 

nruotuot Q* ∪ , а X Q=2
*

21X ∩ Q= uotX . Тогда, используя леммы 4, 5 и 6, получаем, что схема 

4Mot  неприводима. 

Рассмотрим чок 

Qu            

пу 4][ ME ∈ . Из определения 4M  (см. (4)) следует, что E  включае я в точную 
тройку

тс
 (8), где Q  – чок из (5). тому пу Поэ  ∨∨E  – стабильный рефлексивный пучок на 3P  с классами 

Черна 1=)(1 −∨∨Ec , 1=)(2
∨∨Ec  и 1=)(3

∨∨Ec , удовлетворяющий точной тройке (17). Используя 
тройку (19), строим коммутативную диаграмму: 
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где H  – ения eoεα = . ядро отображ

На 4Mot  имеется универсальны изм 
3 QP u× й эпиморф 1)3 (−O   0

44
Q →→ MM

QO uot , где 

4M  – универсальнQ|4
=M QQ uot ый пучок на 4M . Пу

3 QP uot× сть H  – ядро этого эпиморфизма. На 

4
Q MP uot×  имеется пучок 

3 (2)),(
4

Q Muot×3 H
P

OHom , где (2)(:=(2) 3P
O⊗HH   )

4
Q MotO u . По 

построению для любой точки 4MQuotq∈ имеем: (2)=(2) HqkH ⊗ , где (2)=(2) 3P

 

OHH ⊗ . 

Лемма 8. Пучок (2)H  из коммутативной диаграммы (30) порождается своими сечениями и 
80 (2))(H =H k . 
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Пусть 44
QQ: MMP uotuotpr →×  – проекция. 

3
Над схемой 4

Q Muot  рассмотрим проективный 

спектр )(2))),(((:=
4

* HP
M

OHW omprroj  с проекцией Q3
∨

×P uot 4
Q: MW uot→ρ . Из леммы 8 и 

 
∨

×
(2))),((

4
Q3* H

MP
OH

uot
ompr  зам 12 пучокены базы [5, Следствие .9] следует, что локально свободен. 

В с к квязи с этим, та ак схема 4
Q Muot  неприводима ( . 

 
Предложение 2. Схема 

см. лемму 7), получаем следующее предложение

W  неприводима.  

Рассмотрим в W  открытую плотную подсхему }{3|33 )2)(/1)( −(3|{:=
w

wW
×

−∈
PWPWP

OW  

– рефлексивный пучок на

)OO)O

 3P }. Аналогично рассуждениям после предложения 2 получаем, что 4M  
][:M:Wg →со  мвпадает с образом модулярного орфизма 3|4 w

w
×P

Ea . Отсюда и из предложения 5 
получаем следующий основной результат этого параграфа. 

 
Предложение 7. Множество 4M  неприводимо. 
 
§ 6. Включение множества 4M   в 1M  
В настоящем параграфе рассматриваются множества 1M  и 4M , участвующие в формулировке 

теоремы 2. Как отмечалось в § 2, замыкание 1M  в M  1M  множества является неприводимой 
ко аз
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мпонентой р мерности 15 в M . Докажем, что 4M  леж  вит  1

едующая теорема. 
 

M . Отсюда будет следовать 
сл

Теорема 5. 4M  не составляет неприводимой компоненты в M . 
В силу неприводимости 4M  нам достаточно  общая точка  убедиться в том, что 4][ ME ∈  лежит в 

риводимой компоненте неп 1M . В схеме 4
Quo  формулой (27) определено одмножес во Mt п т *Quot . 

 пло ое подмножество Рассмотрим открытое тн
*

Q
* tW uo

4
Q= uoW tM

×  в схеме W . Обозначим через 
*
4M  образ множества *W  в схеме модулей M  при зм модулярном морфи е f . Пусть Γ  – графи

инциденции в
к 

 G×3P . Рассмотрим схему 3:= P×Γ  подсхему ×GT  и ее открытую
TxmylT ∈),,,{(:=' | l  и m  – скрещивающиеся прямые, mx∈/ , my∈ , lyx ∈/,  и yx ≠ }. Пусть 
G×→ 3'

12 Pξ T×3:P , 
33'3

13 : PPP ×→×Tξ , G×3Pξ T →× '3
14 :P , 

33'3
15 : PPP ×→×Tξ , 

3'
1 :Pξ P→×T , '

2 T , ': T →×Pξ 33'3
123 :P →×Tξ PP ××G , 

33'3 PPP ××→× GT  – проекции. 

На 

145 :ξ
'3 T×P  пучок  имеется Δ∪ΓΔEB 1

2
,(:= ξxt ∪Γ II *

145
*
123 ξξ   1)) . Прямые вычисления показывают

что 

(3
*

1 −
P

Oξ , 
41 =1))(,(E k−∪∪ xmylxt I  для любой точки I '),,,(=t  самым, дл роизвольной 

то

Txmyl ∈ . Тем я п

tk⊗B = 1))(,(E 1 −xt I , и, 6; Sat∪∪ xmylI согласно [ (ii)], пучок '  базы , что Tt∈  замена  дает B  чки z3
')(:= Troj

γ
локально свободен ранга 4. Рассмотрим схему →Ω BP . Так как 'T , очевидно, 

неприводимо, то лу локальной с ы   в си вобод пучка B  полу  что Ω  неприводимо. чаем,
Рассмотрим в Ω  открытое плотное подмножество 

))1)( xmlx k⊕−∪∪ , где ,(H(\1))(,(E|>)<,,,,(={:= 1*
ymyl omxtxmyl −∈Ω∈Ω ∪ OIII δξξω δ  – 

связыв щий гомоморфизм точной последовательности аю в xtE -групп: 
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(,(E1))(,(E)1)(,(H0 11 →−→⊕−→ ∪∪∪∪ OIIIOI ylxmylxmyl xtxtom
υδ

k 1))− }. Из универсальных свойств 
*3 Ω×P  
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пучка B  (см. [12]) сл определен пучок E  едует, что на такой, что его ограничение 

ωω ×3|
=

P
EE ку *>)<,,,,(= Ω∈ξω xmyl   на произвольную точ есть расширение  

0,1)(0 →→→−→ ∪∪ ylxm IEI ω  (31) 

зад ))1)(,(H(\1))(,(E 1 −OIδаваемое элементом xmyl k⊕∪ . Тем с

морфизм

xmyl omxt −∈ ∪∪ IIξ амым, определен 

 ]:M*
ωω [:ν EΩ

 
a→ . 

Предложение 8. Образ *Ω  при отображении ν  лежит в *
4M . 

оказательство. Выберем произвольную точку *>)<,,,,(= Ω∈ξω xmyl . Д Покажем, что 
*
4ME ∈ω . Нетрудно видеть, ввиду легко проверяемого изоморфизма 

1))(,(E1))(,(E 11 −≈− ∪ OIOI yll xtxt , что точные тройки 01)(1)(1)(0 →⊕−→−→−→ ∪ xmxm kOOI  
и (31) достраиваются до коммутативной диаграммы:  

 

 
 
Расширение 0→→→ lIF  задаетс элементом 1)(0 −→O я 

1)(,(E1))(,(1 OIlxtE)(0 1 −≈−∈≠ ∪ OI ylxtξυ  согласно определению *Ω , поэтому F  – рефлексивный 

пу Поэтому 
∨∨

ωEF = . Таким E   образом, пучок чок (см. [9, Example 4.2.3]). включается в точную 

тр 00 →⊕→→→ ∨∨
xm kOEE ωω . Тем самым, по определению, 

*
4ME ∈ω , следовательно ойку 

*)( ⊂Ω *
4Mν .            

Предложение 9. Морфизм 
 

*
4

*: MΩ →ν  сюръективен. 
Док что для любого наперед заданного класса изоморфизма пучка азательство. Покажем, 

*
4][ ME ∈ существует    точка *>)<,,,( Ω∈ξxyl что ,=ω m  такая, ][=)( Eων . Фиксиру  чок ем пу

*ME∈ он включается в точную тройку (8), 4 . По определению  где xm k⊕OQ = , а xm∪  – 

дизъюнктное ъеди   об нение прямой m  и точки x . Для любого (1))(H0 0 ∨∨ , согласно (17), ∈≠ Es
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имеем lI=) , где soker EO (1):(c ∨∨→ l  – прямая нулей сечения s  (см. [9, Example 4.2.3]). Нетрудно 

видеть, что для о его сечен бщ ия (1))(H0 ∨∨∈ Es  образ композиции soε , где 

xm k⊕→ ∨∨∨ OEE =:ε  – каноническая сюръекция, есть 
∨ E/ xm k⊕−1)(O , поэтому для  

сечен

общего

ия s  пучок *
4ME∈  включается в д (32). иаграмму По построению расширение 

01)( →→→− ∨∨
lIEO  нетривиально, в связи с эти к 

расш ие ает нтом 

0 → м левая вертикальная тройка в (32) ка

ирен  зад ся элеме ))1)(,(H(\,(E 1
xmylmyl omxt k⊕−∈ ∪∪ OIII δξ (см. 

определение 

1))(x −∪  
*Ω ). Тем са евая вертик я тройка в (32) совпадает с тройкой (31), где мым, л альна ωEE =  

для *>)<,,,,(= ξω xmyl , )(=][ ωνE .            Ω∈ . Другими словами

Рассмотрим произвольное нетривиальное расширение 01)(1)(0 2,
→−⊕→→−→ ∪ P

IXI
zxxm k , 

где mx∈/ , 2P∈/x , а 2= ∩mz P . Нетрудно видеть, что lm∪IX =  для некоторой прямой l  в 2P . Для 

и точки 2P∈y  фиксированных прямой 2P⊂l  однозначно с точностью до пропорциональности 

определена сюръекция 1)(2:
,

−⊕→∪ P
II

zxyl kη , ядро которой есть пучок 1)(−xI . Тем самым 

получаем точную тройку 01)(1)(0 2,
→−⊕→→−→ ∪ P

III
zxylx k

η

, которая вместе с тройкой 

01)(1)(0 2,
→−⊕→→−→ ∪∪ P

III
zxlmxm k  достраивается до коммутативной диаграммы: 

 
 

 
в которой E  – некоторый пучо грамме совпадает с 
чн й тройк й типа ы центральн я горизонталь ая тройка  

к ранга 2. Вертикальная средняя тройка в этой диа
то о о  (31). С другой сторон , а н

 0.1)(0 →→→−→ ∪lmxI IE  (34) 
показывает, что 1ME∈  [1, формула(7)]. 
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}),),,,{((:= 2'2 PPP ⊂∈TzxmylX |, 33 P ∪×× yl
(

. По  
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Рассмотрим многообразие  определению
X  лежит  в 3333 PPPP

(
×××× GG , этому определены проекции сом× по  на ножители 

33
1 : PP →× Xj , X→ , Xj ×3

2 :P GXj → 3
12 P ××3:P , 

333
13 : , PPP ×→× Xj

GXj ×→× 33
14 : PP , 

333
15 : PPP ×→× Xj , 

333
16 : PPP ×→× Xj , 333

17 : PPP
(

×→× Xj . 

Об Γ 33G×P , через 3 Δ  – диагональ в PP × , а через  график инциден и в циозначим через 
}|),{(= 2332 PPPP ∈×∈Σ x x

(
  – график инциденции в 33 PP

(
× . Положим )(:= 1

1212 ΓΓ −j , 
)(:= )(:= 1 )(:= 1 )(:=)(:= 11

1313 ΔΓ −j , 15
−j , 1414Δ Γ−j , 15 ΔΔ 1616 j , ΔΔ − 1

1717 ΣΣ −j . Пусть D  – ядро 

эпиморфизма 12 . 1617 ΓΔΣ ⊕→ OOO Рассмотрим на X×3P  пучки DO ⊕Δ16
:=G , 1)(3

*
11514

−Δ∪Γ O)I j  P

и 1))(,(:= 3
*
11514

1

1
− . 

Нетрудно видеть, что для пучка 

Δ∪Γ P
O)IEC jxt j G

 C  име  изоморфизм замены базы, который для 

произвольной точки 

ет место
'Tt∈  дает tk⊗C = 1))(,(E

21

1 −∪∪ xxmxt IG , поэтому, согласно [6, Satz 3(ii)], пучок 

Ñ  локально свободен и )(:= CrojPϒ  – неприводимое многообразие, точками которого являются 
наборы >)<,,,,,,( 2 τPzxmyl , г е д 1)),(E 1∈ ∪xmxt IGτ . Для произвольной точки (−

ϒ∈)<,,,,,,(= 2 τPzxmylu  элемент тройку в () , > τ  определяет правую вертикальную а 

сюръекция η  в (33) ),,( 2Pyl , определяется тройкой с ному выше. Тем самым, 

по

огласно сказан
ξ>)<,,,,(::' ξ,,,(>)<,,, 2 τν xmylzx aP де mylΩ→ϒ , глучаем отображение  – элемент 

группы 1))(,(E 1 −∪∪ xmylxt II , задающий центральную вертикальную тройку в диаграмме (33) как 

расширение. В силу неприводимости отображение 'ν   ϒ  и Ω  является морфизмом Для того чтобы 
доказать, что морфизм

. 
 'ν  доминантен, нам необходимо следующее предложение. 

тображение 1))(,(E1))(,(E: 11 −→− ∪∪∪ xmylxm xtxt IIIGζ  О сюръективно. 

оказательство. 1) Применим к тройке 01)(0 →→→−→ ∪ GII
η

ylx  функтор 1))((*,H −∪xmom IД , 
получим точную последовательность:  

→ −−→ ∪∪ (1),((EE 1
xmxl xt II

 
−→− ∪∪ 1))1))(,(E1))(,( 11

xmyxm xtxt IIIG
ζ

 

→−−→−→−→ ∪∪∪∪ 1))(1),((E1))(,(E1))(,(E 222
xmxxmylxm xtxtxt IIIIIG  

 
1)).(,(E1))(,(E 33 −→− ∪∪∪ xmylxm xtxt IIIG  (35) 

им 00 →→→→ xx kOI),(E=1))(), xmxxm xt ∪∪ − III . К точной тройк1((E 11
xxt −I е 2) Вычисл  

применим   функтор )( , xmm ∪I , пол

 

*Ho учим:  

→→∪ ,(),( xmxx OII → ∪∪ )E(E),H 11
xmxm xtxtom II k  

 

).,(E) xmx xt ∪IO ,(E),(E 21
mxxmx xtxt ∪∪ →→ III k  (36) 

Вычислим 

2

),(E 1
xmxxt 0→→ xk  ∪ ого примIk . Для эт еним к точной тройке 0 →→∪ mxm II

функтор получим: )(*,H xom k , ).,E), mxmx II →∪  ((E),(H),(H 11
xxxmx xtxtomom I kkkkk →→

Очевидно, что 0=) , ,( mx IkHom 0 так как =),(E 1
mxxt Ik , mx∈/  и kkk =),(H xxom , поэтому  

 .=),(E 1 kk xmxxt ∪I  (37) 
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ычислим 
∨

∪∪ −4))(,(E=),(E 12
xxmxmx xtxt kk IIВ . Применим к точной тройке 

00 →→→∪ xmxm kII фу 4))((*,H −xom k : →  нктор , получим
4))(,(E4))(,( mx∈/E4))(,(E4))(,(E 11 →−→− ∪ xxmxm xtxt kk II 22 −→− xmxx xtxt kkk I . Так как , то 

0=4))(,(E 1 −xmx 0=4))(,(E 2 −xmxt kI 32 =4))(,(E kkk −xxxt . Отсюда kI  и t . Очевидно, что 

получаем, что 
31 =4))(,(Ext   

 

kk −∪ xxmI . По двойственности Серра
.=4))(,(E=),(E 312 kkk ∨

∪∪ −xxm  xmx xtxt II (38) 

Очевидно, что 0=),(H xmxom ∪II , k=)(H=),(E 1 0=)(H=),(E 21xt IO 2xtxmxm ∪∪ I , xm∪xm∪ IIO . 
Отсюда и из (36), (37), (38) получаем, что  

.=) 3kx  (39)  ,(E 1
mxxt ∪II

3) Вычислим 1))( = ),(E 2
xmxxt ∪Ik  ),(E 2,

1)(−I ,(E 2,
2 −⊕ ∪xmzxxt I

P
k 2

. Примен  

то тройке 

xmz
xt ∪⊕ II

P им к

чной 00 22,
→→→→ zz

k
PP

OI  функтор )x , полу(*,H mom ∪I чим:  

).,( 2
3

xmxt ∪IO
P  (40) E),(E),(E),(E 3

2,
2

2
2

xmzxmzxm xtxtxt ∪∪∪ →→→ IIIIO
PP

k 
∨

∪∪ −4))(,(H=),(E xxt k  тройке 
3

zmxmz omk II . К точной 00 →→→→ ∪ xmxm kII  
функтор 

Вычислим 
4))((*,H −zom kприменим , получим 

4))(,((E4))(,(H4))(,(H4))(,(H0 1 −→−→−→−→ ∪ zxzxmzmzx xtomomom kkkkkk II . Так как mx∈/  

и mz∈ , то имеем 0=4))(,(H −zxom kk , 
2=4))(,(H kk −zmom I  и 0=4))(,((1 −zxxt kk , поэтому  E

.=4))(,(H=), k ∨
∪∪ −zxmxmz om II

о 

 (E 23 kkxt  (41) 

Очевидно, чт 0=), 0=),(E 2
3

xmxt ∪IO
P

(E 2
2xt O

P xm∪I  и , поэтому из (40) получаем, что 

.=),(E 2
2,

2 kxmz
xt ∪II

P  Отсюда и из (38) вытекает, что  

 .=1))(1),((E 5
2, mz P  (

2 kk −−⊕ ∪xxxt II 42) 

) Вычислим 1))(,(E 2 −∪∪ xmylxt II . 00 →→→→ ∪ ylyl kII  функтор 4 Применим к точной тройке 
1))((*, −∪xmom I , пH олучим: 

1))(,(E1))(,(,( 32 −∪∪∪ xmymylt III kE1))(E1))(,(E 32 −→→−→− ∪∪ xmlxxml xtxtxxt IIII . Используя 

локально свободную резольвенту 01)(22)(0 →→−→−→ lIOO  пучка lI , нетрудно получить, что 
0=1))  0=1))(,(E 3 −∪xmlxt II . (,(2 −∪xmlt IIEx  и Так как my∈ , то аналогично

 

 (41) получаем, что  

.=1))(,(E 22 k−∪∪ xmylxt II  (43) 

5) Вычислим ),(E=1))(1),((E 22
xmxxmx xtxt ∪∪ −− IIII . Применим к точной тройке 

00 →xx →→→ kOI  функтор )(*, xm∪I , полу им  

 

Hom ч
).,(E),(E),(E),(E 3322

xmxmxxmxxm xtxtxtxt ∪∪∪∪ →→→ IOIIIIO k  (44) 

ычислим 
∨

∪∪ ),(H=),(E 3
xxmxmx omxt kk II 00 →→→→ ∪ xmxm kII  В . Применим к точной тройке 

функтор )(*, xk , получим: Hom
,(E),(H),(H),(H0 1

xxxmxmxx xtomomom kkkkk II →→→→ ∪ ),(E) 1
xmx xt kk I→ . Очевидно, что 

и 
31 =),(E kkk xxxt и 0=),(E 1

xmxt kIkkk =),(H xxom  . Так как mx∈/ , то kk =),(H xmom I  . Тогда 
получаем, что  
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.=E= ),(),(H 33 kkk xmxxxm xtom ∪
∨

∪ II  (45) 

Так как 0=)(H=),(E 22
xmxmxt ∪∪ IIO  
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и 0=)(H=),(E 33
xmxmxt ∪∪ IIO , из (44) следует, что  

.=1))(1),((E 32 k−− ∪xmxxt II  (46) 
1))(1),((E 2,

3 −−⊕ ),(E 2,
3

xmz
xt ∪⊕ II

P . zxxt I
P

k ∪xmI = ),(E xmxxt ∪Ik  
3

Очевидно, что 6) Вычислим 

0=4))(,(H ∪ II
zxmm м, то  

 

=),(E 2,2,
3 −∪ PP

II xmz
oxt . Отсюда, используя (45), получае ч

.= 3k  ( 7) 1))(1),((E 2,

3 k −−⊕ ∪xmzxxt II
P 4

7) Вычислим 1))(,(3 −∪∪ xmyl II . ПрименExt им к точной тройке 00 →→→→ ∪ ylyl kII  функтор 
1))((*,H −∪xmom I , имеем: 01))( →−∪xm . Используя локально ,(E1))(,(E 33 →− xtxt IIII

свободну

∪∪ ylxml

ю резольвенту l01)(22)(0 →→−→−→ IOO  пучка I , нетрудно получить, что l  
0=1))(,(E 3 −∪xmlxt II , следовательно,  

0.=1))(,(E 3 −∪∪ xmylxt II  (48) 
8) Согласно (39 (42), (43), (46), (47 точная тройка (3  принимает вид: ), ), (48), 5)

01))(,(E1))(,(E 3325311 →→→→−→− ∪∪∪ kxmylxmxt IIIG
ζ

. Следовате ьно, →→ kkkkxt л

отображение ζ  сюръективно.           W  
Обозначим через *ϒ  прообраз множества Ω⊂Ω*  при отображении 'ν , который в силу 

доминантности 'ν , пло  тности *Ω  в Ω , неприводимости Ω  и ϒ  является открытым плотным 

еством в подмнож ϒ . По  мпостроению орфизм 
**'

*|
:ϒ Ω→

ϒ
ν  Одоминантен. тсюда в силу 

предложения 8 композиция 
44°M

*
'

*'
νν

: Mνν
o

 также доминантo →ϒ на, поэтому ввиду того, что по 

конструкции для точки *ϒ∈u  пучок ))((=][ '  1Muνν oE  из тройки (34) принадлежит , следует, что 

1  14 MM ≠ 4M  13=dim 4M , а 15=Mdim 14 MM ⊂ . По определению , то , и, значит, не составляет 
компоненты в схеме модулей M . Тем самым, теорема 4 доказана. 
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