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О полунепрерывных снизу счетно-полуаддитивных функционалах на топологической группе 

В настоящей статье даны условия полунепрерывности снизу счетно-полуаддитивных функционалов на топологической 
группе. Рассматриваются приложения к идеально выпуклым множествам и задаче об уравновешенном базисе топологиче-
ской векторной группы. 
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In this paper, we present conditions for the lower semicontinuity countably semi-additive functionals on a topological group. 
Are considered applications to the ideal convex sets and the problem of a balanced basis of the topological vector group. 
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Пусть  – топологическая группа (ТГ) в аддитивной записи и X ( )xμ μ=  – действительнознач-
ный функционал на X  такой, что ( 0 ) 0μ = , способный принимать, вообще говоря, значения +∞  и 

. Как известно, с функционалом можно ассоциировать функционалы:  −∞
 ( ) ( ) и ( ) ( )lim lim

y x y x

x y xμ μ μ∗
∗

→ →

= = yμ .
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Нетрудно видеть, что справедливы соотношения  
 ( ) sup inf ( ) и ( ) inf sup ( )

w W UU w
x x w x x wμ μ μ μ∗

∗∈ ∈
= + = + ,  

где U  – базис симметричных открытых окрестностей нуля в ТГ X , причем функционалы μ∗ и μ∗ яв-
ляются соответственно полунепрерывными снизу и сверху на X , и имеет место неравенство  

 ( ) ( ) ( ) ( )x x x x Xμ μ μ∗
∗≤ ≤ ∈ .

}
 

Лебеговы множества { ( )V x X xε μ ε∗ ∗= ∈ : ≤  замкнуты в X  и содержат замыкания соответст-
вующих лебеговых множеств Vε  функционала μ ; лебеговы множества { ( )U x X xε }μ ε∗ ∗= ∈ : <  от-
крыты и содержатся во внутренности соответствующих лебеговых множеств U ε  функционала μ . 
Таким образом, имеет место цепочка включений  

 U U V VU εε ε Vε εε
∗

∗ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂
o

 

(черта, как обычно, обозначает замыкание, а кружок – внутренность множества).  
Напомним [5], что неотрицательный функционал μ  называется счетно-полуаддитивным на X , 

если из сходимости ряда 
1 nn

x x∞

=
= ∑  вытекает 

1
( ) ( )nn
x xμ μ∞

=
≤ .∑  При некоторых ограничениях 

счетно-полуаддитивные функционалы оказываются непрерывными.  
Теорема 1 [1]. Пусть μ  – счетно-полуаддитивный функционал на метрическом векторном про-

странстве (МВП) X , и μ∗ непрерывен. Тогда μ μ∗= . 
В качестве следствий теоремы 1 могут быть получены теоремы о замкнутом графике и теорема 

Банаха – Штейнгауза о равномерной ограниченности, теорема о несплющенности воспроизводящего 
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конуса и теорема существования базиса Шаудера. Установим более общее, чем теорема 1, утвержде-
ние для метрических групп.  

Теорема 2. Пусть μ  – счетно-полуаддитивный функционал на МГ X  и для каждого 0ε >  

внутренность множества Vε
∗ непуста. Тогда μ μ∗=  (в частности, . ( 0)V V

ε ε
ε∗= >

o o

)

Доказательство. Так как для МГ имеем соотношение ( )xμ∗ = inf ( )limnx x nn
xμ→ →∞

, то очевид-

но, что для справедливости равенства μ μ∗=  достаточно установить выполнение неравенства 
( ) ( )( )x x x Xμ μ∗≤ ∈ . Пусть d=d(x) – неотрицательный, симметричный полуаддитивный функционал, 

определяющий топологию МГ X ; пусть 0x X∈ , 0ε >  и 0( )xμ∗ < +∞ . Так как , то най-

дутся элементы  и  такие, что 
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При таком выборе точек 
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Аналогично, для внутренности множества 22
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2 2( )z εμ < , а также найдется элемент 2x X∈  такой, что  
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Продолжая этот процесс, получим последовательности элементов nx X∈ , 
2

( 1 2nn )z n …V
ε

∗
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∈ = ,

o

,  

такие, что 0 1 nn
x x∞
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= ∑  в МГ X , 1( ) 2n
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Так как  
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то в силу счетной полуаддитивности функционала μ получим 

 
0 0

1
( ) ( ) ( ) 4n

n
x x xμ μ μ

∞
∗

=

≤ ≤ +∑ ε .  

Но 0ε >  было выбрано произвольно, поэтому 0( ) ( )0x xμ μ ∗≤ , тем самым μ μ∗= . Теорема до-
казана. 

Из теоремы следует, что μ  – полунепрерывный снизу функционал на X , следовательно, может 
быть получен ряд новых утверждений, особенно для несимметричных функционалов.  
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В работе [3] E. A. Лифшиц ввел в рассмотрение так называемые идеально выпуклые множества в 
банаховом пространстве E . Напомним, что множество M E⊂  идеально выпукло, если для произ-
вольной ограниченной последовательности ( 1 2 )ix M i …∈ = , ,  и последовательности неотрицательных 

чисел 0( 1 2 )i i …α ≥ = , ,  с суммой 
1

1ii
α∞

=
=∑  элемент 

1 i ii
xα∞

=∑  принадлежит M . Если теперь взять 

идеально выпуклое множество M  так, что 0 M∈  (это возможно в силу инвариантности идеальной 
выпуклости относительно сдвигов) и обозначить через Mp  функционал Минковского множества M   
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то нетрудно видеть, что pM – неотрицательный полуаддитивный функционал на Е и, более того, обла-
дающий свойством счетной полуаддитивности. Если, к тому же, заметить, что наличие непустой 
внутренности лебеговых множеств  функционала  не зависит от ε>0, то в силу теоремы 1 по-
лучим такое следствие. 

*
εV *

Mp

Следствие 1 [2]. Пусть M  – идеально выпуклое множество, лежащее в банаховом пространстве 

. Тогда E M M= .
oo

  

Для сублинейного функционала μ  получим следующее утверждение.  
Следствие 2. Пусть μ  – счетно-полуаддитивный, сублинейный функционал на МГ X . Тогда 

.  ( 0V Vε ε
ε∗= >

o o

)

Доказательство. Прежде всего, ясно, что наличие непустой внутренности Vδ
∗ не зависит от 

0δ > . Поэтому если , то V
ε

∗ = ∅
o

( 0V V
ε ε

ε∗ )= >
o o

. Если же 
0

V
ε

∗ ≠ ∅
o

 для некоторого 0 0ε > , то в 

силу теоремы 1 получим равенство μ μ∗=  и, тем самым, равенство ( 0V V
ε ε

ε∗ )= >
o o

. Очевидно, ра-

венство V V
ε ε

∗=
o o

 может быть заменено V Vε ε
= .

oo

  

Последнее следствие можно применить к теории пространств Лоренца. Пусть  – иде-
альное пространство в пространстве  всех измеримых почти всюду конечных функций на измери-
мом пространстве  с конечной мерой  (эквивалентные функции отождествляются), то-
пология которого определяется квазинормой  

( X , | | . | |)

)
S

( V mΩ , , m

 
( )

1 ( )S
s dm

s
ϕϕ
ϕΩ

| |
|| || = .

+ | |∫  

Известно, что X  непрерывно вложено в S  и норма  

 inf lim
n

nx x
n

x x∗

→
→∞

|| || = || ||,  

где nx x→  в , определяет векторное пространство S {X x S x ∗ }= ∈ :|| || < ∞ , которое называют про-

странством Лоренца, построенным по пространству X  [2]. Если (X )τ,  – топологическое простран-
ство , то ясно, что  построен в топологии S μ∗ =||.||∗ τ  по неотрицательному сублинейному функцио-
налу μ = || . | | .  В силу полноты X  функционал μ  счетно-полуаддитивен на X , поэтому в соответст-

вии со следствием 2 получим ( 0V Vε ε
ε= >

oo

) . Если Xτ | ≠||.|| , то V Vε ε
= ∅ =

oo

 и ; если же τ ∗<||.||

Xτ | =||.|| , то ( 0V
ε

ε≠ ∅ >
o

)  и μ μ∗=  в силу следствия 2. Последнее означает, что идеальное простран-

ство X  является пространством Лоренца.  
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Однако интерес представляет ситуация, когда для μ  в МГ X  ( 0V
ε

ε )≠ ∅ >
o

, и тем не менее имеет 

место равенство U Uε ε=
o o

.  

Теорема 3. Пусть  – плюрисубгармоническая непрерывная функция в области G⊂Cn. Тогда 

для лебеговых множеств 

( )u z

U ε  имеет место равенство ( 0U Uε ε ε )= >
o o

 (черта означает замыка-

ние в .  )G
Доказательство. Очевидно, без ограничения общности можно считать, что  и 0 G∈ ( 0 ) 0u = . 

Положив ( ) ( ) ( )z u z z Gμ = ∈  и , получим полунепрерывный сверху функ-
ционал на МГ C  в обычной топологии с теми же лебеговыми множествами , что и у функ-
ции . Кроме того, ясно, что доказательство достаточно провести для случая МГ C и 
субгармонической функции.  

( ) ( C )nz z \μ = +∞ ∈ G
)n ( 0Uε ε >

( ) ( )U z z G∈

Установим теперь каноническую открытость лебеговых множеств U ε  субгармонической функ-
ции . Прежде всего, ясно, что  – открытые множества в силу полунепрерывности 

сверху функционала 

( )U z ( 0Uε ε > )

( )zμ  и открытости области  в . Предположим, что G C U VU Uε ε ε
ε= ≠ ⊂

o o

.  

Тогда найдется 0z U ε∈ ∂  и открытый круг 0 0(S z r ),  такие, что  

 2

0 0 0 0 00

1( ) и ( ) ( ) (0 )
2

iS z r U z z re d r r
πε θμ μ θ

π
, ⊂ ≤ + < <∫ .  

Так как граница U ε∂  является замкнутым и тощим множеством, то найдется круг 
 такой, что 0 0( ) (S S z S z rδ∗ ∗= , ⊂ , ) S U ε∗ ⊂  и, следовательно, . Пусть 

, и выберем 
( ) ( )z z Sμ ε ∗< ∈

0z z r r∗ ∗| − |= < 0 1 2θ θ,  такие, что 1 20 2θ θ π≤ < <  и 0
itz r e S∗ ∗+ ∈  для 1 2[t ]θ θ∈ , .  Тогда 

получим  
 

0( )zε μ≤ 2
1

02 0
( )itz r e dt

π

π μ ∗≤ +∫   

 2

1 1 2

1 1
0 02 2 [0 2 ] [ ]

( ) ( )it it

\
z r e dt z r e dt

θ

π πθ π θ θ
μ μ∗ ∗

, ,
= + + +∫ ∫

 1 1
2 1 2 12 2( ) [2 ( )]π πθ θ ε π θ θ ε ε< − + − − = .   

Противоречие. Значит, U ε  – канонически открытое множество ( 0 )ε > . Теорема доказана.  
В качестве следствия теоремы 3 может быть получена обобщенная теорема Гарнака [4].   
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