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Исследование взаимосвязей между равнобедренными треугольниками 
с применением информационных технологий 

В статье представлено исследование взаимосвязей между равнобедренными треугольниками на плоскости c использованием 
информационных технологий при условии равенства угла при основании одного треугольника углу между боковыми сторонами вто-
рого треугольника. Рассмотрены пропорциональные зависимости между линейными элементами равнобедренных треугольников на 
плоскости, полученные в результате применения разработанного автором программного обеспечения для графического калькулятора 
и персонального компьютера на локальном и сетевом уровнях. Приведены необходимые теоремы и проанализированы частные слу-
чаи взаимного расположения равнобедренных треугольников через призму вписанных и описанных окружностей. 
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Research of Interrelations between Isosceles Triangles with Use of Information Technologies 

In the article research of interrelations between isosceles triangles on the plane with use of information technologies under con-
dition of equality of the corner on the basis of one triangle is presented to a corner between lateral faces of the second triangle. Pro-
portional dependences between linear elements of isosceles triangles on the planes received as a result of use of the software devel-
oped by the author for the graphic calculator and the personal computer at local and network levels are considered. Necessary theo-
rems are provided and special cases of  mutual positioning of isosceles triangles through a prism of the entered and described circles 
are considered. 
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Введение 
Данная статья посвящена проведению математического анализа пар равнобедренных треугольников на 

плоскости, для которых выполняется условие равенства угла при основании одного треугольника углу меж-
ду боковыми сторонами второго треугольника, и рассмотрению разработанного автором программного 
обеспечения для графического калькулятора (используется графический калькулятор CASIO ALGEBRA FX 
2.0 PLUS [6]) и персонального компьютера на локальном (применяется среда программирования Delphi и 
язык программирования Object Pascal) и сетевом (используются веб-сервер Apache и интернет-технологии 
HTML, JavaScript и PHP) уровнях для реализации подобных исследований в наглядной и удобной инфор-
мационной форме. 

Представлены не проводимые ранее исследования геометрических свойств равнобедренных треугольни-
ков [7] с точки зрения нахождения пропорциональных зависимостей между линейными элементами рас-
сматриваемых равнобедренных треугольников через интеграцию элементарной геометрии и тригонометрии 
[2, 3]. 

Необходимо отметить, что только использование разработанного автором программного обеспечения 
для графического калькулятора и персонального компьютера на локальном и сетевом уровнях позволило 
реализовать нахождение пропорциональных зависимостей между линейными элементами рассматриваемых 
геометрических фигур благодаря созданным нами оптимизационным поисковым алгоритмам. 

 
Теоретический аспект 
Рассмотрим пропорциональные зависимости между линейными элементами двух равнобедренных тре-

угольников на плоскости при наличии условия, что угол при основании одного треугольника равен углу 
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между боковыми сторонами второго, то есть 12 αβ =  или 
2

1
2

απα −
= , с использованием тригономет-

рических функций от их основных углов, в качестве которых выступают углы при основаниях и между бо-
ковыми сторонами треугольников.   

Для представленных на рис. 1 равнобедренных треугольников 111 CBAΔ  и 222 CBAΔ   

( 22221111111 CBAACBCAB βα =∠==∠=∠  ( )2222222 ACBCAB α=∠=∠  – углы при осно-

вании  треугольника 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ , а 111111 22180CBA απαβ −=−°==∠  

( =−==∠ 22222 2CBA απβ  1111111 ACBCAB α=∠=∠ ) – угол между боковыми сторонами 

равнобедренного треугольника 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ ) в качестве их линейных элементов выступают 
следующие компоненты): 

–  111 hDB = ( 222 hDB )=  – основная высота треугольника 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ , опущенная из 

вершины треугольника  , расположенной на пересечении его боковых сторон, на основание тре-
угольника. 

1B ( 2B )

–  111 a2CA = ( )111 a2CA =  и 11111 aDCDA ==  ( )22222 aDCDA ==  – основание и поло-

вина основания треугольника 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ . 

–  (  – боковые стороны треугольника 111 bBCBA == )222 bBCBA == 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ . 

–  111111111 rOFOLOKOD ==== ( )222222222 rOFOLOKOD ====  и 111 dFD =  

 – радиусы и диаметр вписанной в треугольник ( 222 dFD = ) 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ  окружности. 

–   и ( )111 rhOB −= ( )( )222 rhOB −= ( )111 dhFB −=  ( )( )222 dhFB −=  – разность между 

основной высотой и радиусом, а также диаметром  вписанной в треугольник 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ  ок-
ружности. 

–  111111111 ROEOCOBOA ==== ( )222222222 ROEOCOBOA ====  и 111 DEB =  

 – радиусы и диаметр описанной вокруг треугольника ( 222 DEB = ) 111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ  окружно-
сти. 

–   – разность между основной высотой и радиусом описанной 

вокруг треугольника 

( )111 RhOD −= ( )( 222 RhOD −= )
111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ  окружности. 

–   – разность между диаметром описанной вокруг треуголь-

ника 

( )111 hDED −= ( )( 222 hDED −= )
111 CBAΔ  ( )222 CBAΔ  окружности и основной высотой треугольника.  

Между линейными элементами данных равнобедренных треугольников имеют место следующие про-
порциональные зависимости, полученные в качестве результатов обработки в созданном автором про-
граммном обеспечении для графического калькулятора и персонального компьютера на локальном и сете-
вом уровнях (при доказательствах используются отношения линейных  элементов треугольников к основ-
ным высотам треугольников): 

– Отношение основной высоты второго треугольника к основной высоте первого треугольника равно 
отношению радиуса описанной вокруг второго треугольника окружности к разности между основной высо-
той первого треугольника и радиусом вписанной в него окружности и равно отношению разности между 
основной высотой второго треугольника и радиусом описанной вокруг него окружности к радиусу вписан-
ной в первый треугольник окружности, а также равно отношению разности между диаметром описанной 
вокруг второго треугольника окружности и его основной высотой к разности между основной высотой пер-
вого треугольника и диаметром вписанной в него окружности, то есть:  
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Таким образом,  
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– Отношение основной высоты второго треугольника к половине основания первого треугольника равно 
отношению половины основания второго треугольника к радиусу вписанной в первый треугольник окруж-

ности, то есть: 
1

2

1

2

r
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= . 

– Отношение основной высоты второго треугольника к боковой стороне первого треугольника равно от-
ношению половины основания второго треугольника к разности между основной высотой первого тре-

угольника и радиусом вписанной в него окружности, то есть: ( )1
2

1

2

rh
a

b
h

−
= . 

– Отношение половины основания второго треугольника к основной высоте первого треугольника равно 
отношению радиуса описанной вокруг второго треугольника окружности к боковой стороне первого тре-
угольника и равно отношению разности между основной высотой второго треугольника и радиусом опи-
санной вокруг него окружности к половине основания первого треугольника, то есть: 
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– Отношение половины основания второго треугольника к половине основания первого треугольника 
равно отношению разности между основной высотой второго треугольника и радиусом описанной вокруг 
него окружности к разности между диаметром описанной вокруг первого треугольника окружности и его 
основной высотой и равно отношению разности между диаметром описанной вокруг второго треугольника 
окружности и его основной высотой к радиусу вписанной в первый треугольник окружности, то есть: 
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– Отношение половины основания второго треугольника к боковой стороне первого треугольника равно 
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отношению радиуса описанной вокруг второго треугольника окружности к диаметру описанной вокруг 
первого треугольника окружности и равно отношению разности между диаметром описанной вокруг второ-
го треугольника окружности и его основной высотой к разности между основной высотой первого тре-

угольника и радиусом вписанной в него окружности, то есть: 
( )
( )1

2

1

2

1

2

rh
hD

D
R

b
a

−
−

== . 

 

  
 

Рис. 1. Равнобедренные треугольники на плоскости с обозначениями линейных элементов 
 

На основании полученных пропорциональных зависимостей между линейными элементами исследуе-
мых пар равнобедренных треугольников можно сформулировать следующие теоремы, суть которых состо-
ит в раскрытии интересных фактов о геометрических особенностях визуального построения данных тре-
угольников при условии совпадения их определенных линейных элементов, в том числе с точки зрения 
взаимосвязи между вписанными и описанными окружностями двух равнобедренных треугольников. 

Теорема 1: Если для двух равнобедренных треугольников угол при основании одного треугольника ра-
вен углу между боковыми сторонами второго треугольника и они построены на общей основной высоте, то 
центр вписанной в первый треугольник окружности совпадает с центром описанной вокруг второго тре-
угольника окружности. 

Согласно данной теореме для используемой пары треугольников при наличии совпадения основной вы-
соты ( ) треугольника 111 hDB = 111 CBAΔ  с основной высотой ( ) треугольника 222 hDB =

222 CBAΔ , то есть равенства  величин линейных элементов 2211 DBDB =  ( ) и совпадения 

точек  и , получаем совпадение центра вписанной в треугольник 
21 hh =

21 BB = 21 DD = 111 CBAΔ  окруж-

ности ( ) с центром описанной вокруг треугольника 11O 222 CBAΔ  окружности ( ), то есть равенство 

 (рис. 2). 
22O

2211 OO =
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Рис. 2. Геометрическая интерпретация теоремы 1 
 

Теорема 2: Если для двух равнобедренных треугольников угол при основании одного треугольника ра-
вен углу между боковыми сторонами второго треугольника и половина основания первого треугольника 
совпадает с основной высотой второго треугольника, то радиус вписанной в первый треугольник окружно-
сти совпадает с половиной основания второго треугольника, описанная вокруг первого треугольника ок-
ружность проходит через вершину второго треугольника, расположенную между его боковыми сторонами, 
равно как описанная вокруг второго треугольника окружность проходит через центр вписанной в первый 
треугольник окружности. 

Согласно данной теореме для рассматриваемой пары треугольников при наличии совпадения половины 
основания ( ) треугольника 111 aDС = 111 CBAΔ  с основной высотой ( ) треугольника 222 hDB =

222 CBAΔ , то есть равенства величин линейных элементов 2211 DBDС =  ( ) и совпадении точек 

 и , получаем совпадение радиуса вписанной в треугольник 
21 ha =

21 BC = 21 DD = 111 CBAΔ  окружности 

( ) с половиной основания (1111 RDO = 222 aDA = ) треугольника 222 CBAΔ , вершины при основании 

( ) треугольника 1C 111 CBAΔ  с вершиной, являющейся пересечением боковых сторон ( ), для треуголь-

ника 
2B

222 CBAΔ , то есть равенство , а также совпадение вершины при основании ( ) треуголь-

ника 
21 BC = 2A

222 CBAΔ  с центром вписанной в треугольник 111 CBAΔ  окружности ( ), то есть равенство 

 (рис. 3). 
11O

112 OA =
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Рис. 3. Геометрическая интерпретация теоремы 2 
 

Теорема 3: Если для двух равнобедренных треугольников угол при основании одного треугольника ра-
вен углу между боковыми сторонами второго треугольника и основная высота первого треугольника совпа-
дает с половиной основания второго треугольника, то вершина при основании и боковая сторона первого 
треугольника совпадают, соответственно, с центром и радиусом описанной вокруг второго треугольника 
окружности, половина основания первого треугольника совпадает с отрезком, отражающим разность между 
основной высотой и радиусом описанной окружности второго треугольника, при этом описанная вокруг 
первого треугольника окружность проходит через центр описанной окружности и вершину при основании 
второго треугольника.    

Согласно данной теореме для рассматриваемой пары треугольников при наличии совпадения основной 
высоты ( ) треугольника 111 hDB = 111 CBAΔ  с половиной основания ( ) треугольника 222 aDC =

222 CBAΔ , то есть равенства величин линейных элементов 2211 DCDB =  ( ) и совпадения точек 

 и , совпадение боковой стороны (
21 ah =

21 CB = 21 DD = 111 bBA = ) треугольника 111 CBAΔ  с радиусом 

описанной вокруг треугольника 222 CBAΔ  окружности ( 2222 RCO = ), то есть равенство 
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22211 COBA = , совпадение половины основания ( 111 aDA = ) треугольника 111 CBAΔ  с отрезком, от-

ражающим разность между основной высотой и радиусом описанной окружности ( ( )2222 RhOD −= ) 

треугольника 222 CBAΔ , то есть равенство 22211 ODDA = , а также совпадение вершины при основании 

( ) первого треугольника 1A 111 CBAΔ  с центром описанной вокруг треугольника 222 CBAΔ  окружности 

( ), то есть равенство  (рис. 4). 22O 221 OA =

 
 

Рис. 4. Геометрическая интерпретация теоремы 3 
 

Теорема 4: Если два равнобедренных треугольника построены на общем основании и угол при основа-
нии одного треугольника равен углу между боковыми сторонами второго треугольника, то описанная во-
круг первого треугольника окружность проходит через центр описанной вокруг второго треугольника ок-
ружности, которая, в свою очередь, проходит через центр вписанной в первый треугольник окружности. 

Согласно данной теореме для рассматриваемой пары треугольников при наличии совпадения половины 
основания ( ) треугольника 11111 aDCDA == 111 CBAΔ  с половиной основания  

( ) треугольника 22222 aDCDA == 222 CBAΔ , то есть равенства величин линейных элементов 

 ( ) и совпадения точек 22221111 DCDADCDA === 21 aa = 21 AA = ,  и , по-

лучаем совпадение точки пересечения описанной окружности с основной высотой ( ) треугольника 
21 CC = 21 DD =

1E
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111 CBAΔ  с центром описанной вокруг треугольника 222 CBAΔ  окружности ( ), то есть равенство 

, а также точки пересечения описанной окружности с основной высотой ( ) треугольника 
22O

221 OE = 2E
222 CBAΔ  с центром вписанной в треугольник 111 CBAΔ  окружности ( ), то есть равенство 

 (рис. 5).  
11O

112 OE =

 
 

Рис. 5. Геометрическая интерпретация теоремы 4 
 
Описание программного обеспечения 
Рассмотрим разработанное автором программное обеспечение для проведения математического анализа 

двух равнобедренных треугольников на плоскости, для которых выполняется условие равенства углов при 
основании первого треугольника углу между боковыми сторонами второго треугольника, представленное 
на графическом калькуляторе [4, 5] и персональном компьютере на локальном [1] и сетевом уровнях в виде 
программ под общим названием программы “TRIAN 2”.  

Для начала работы с программой на графическом калькуляторе необходимо запустить программу с на-
именованием “TRIAN 2”.  В рамках программы в  диалоговом окне меню (рис. 6A) осуществляется выбор 
наименования угла (угол при основании первого равнобедренного треугольника (угол между боковыми 
сторонами второго треугольника), угол между боковыми сторонами первого равнобедренного треугольника 
или угол при основании второго равнобедренного треугольника). После непосредственного ввода значения 
угла (рис. 6B) осуществляется вывод в виде матрицы «A» значений углов при основаниях и между боковы-
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ми сторонами исследуемых равнобедренных треугольников в градусах и радианах, а также тригонометри-
ческих функций для данных углов (рис. 6C).  

После вывода данного информационного окна реализуется последовательный выбор совпадающих ли-
нейных элементов первого и второго равнобедренного треугольников соответственно (рис. 6D и 6E), а затем 
по выбору наименования операции (расчет и вывод значений отношений, целочисленных отношений или 
пропорциональных зависимостей между линейными элементами равнобедренных треугольников), что от-
ражено на рис. 6F, осуществляется вывод необходимых диалоговых окон результатов вычислений в виде 
соответствующих матриц «D», «E» и «F» (рис. 6G, 6H и 6I). 

На следующем этапе осуществляется выбор наименования линейного элемента равнобедренных тре-
угольников (рис. 6J), ввод значения данного элемента (рис. 6K) и вывод в виде матрицы «G» значений ли-
нейных элементов равнобедренных треугольников (рис. 6L). Затем реализуется выбор характерной точки 
равнобедренных треугольников (рис. 6M), ввод значений координат данной точки (рис. 6N) и последующий 
вывод в виде матрицы «H» значений координат характерных точек (рис. 6O) и вывод в виде матрицы «J» 
значений координат совпадающих характерных точек равнобедренных треугольников (рис. 6P).   

На последнем этапе работы программы осуществляется настройка параметров вывода рассматриваемых 
равнобедренных треугольников с точки зрения отображения вписанных и описанных окружностей (рис. 6Q, 
6R) с последующей  визуализацией равнобедренных треугольников (рис. 6S).  
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Рис. 6. Скриншоты из программы “TRIAN 2”  
 

Программы для персонального компьютера на локальном и сетевом уровнях под общим названием 
“TRIAN 2” состоят из двух компонентов: формы для указания параметров значений исходных данных и 
формируемой на основе расчетов статической интернет-страницы для вывода и визуализации результатов 
вычислений.  

Для ввода и выбора значений исходных данных в рамках программ выступают необходимые компонен-
ты визуальных графических форм (рис. 7 и рис. 8 для локального и сетевого уровней соответственно), кото-
рые позволяют настроить необходимые параметры решаемой задачи. 

 

 
 

Рис. 7. Форма указания исходных данных и параметров визуализации для программы “TRIAN 2”  
(локальный уровень) 

 
Для вывода и визуализации результатов вычислений в рамках рассматриваемых программ выступают 

идентичные для локального и сетевого уровней статические интернет-страницы, которые отображают сле-
дующие заранее выбранные компоненты расчетов для рассматриваемых равнобедренных треугольников:  

1. Значения исходных данных для равнобедренных треугольников. 
2. Значения тригонометрических функций углов. 
3. Отношения между линейными элементами. 
4. Целочисленные отношения между линейными элементами. 
5. Пропорциональные зависимости между линейными элементами (рис. 9). 
6. Значения размеров линейных элементов. 
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7. Значения координат характерных точек. 
8. Значения координат совпадающих характерных точек (рис. 10). 
9. Визуальный вывод равнобедренного треугольника с отображением дополнительных визуальных 

компонентов (рис. 11). 
10. Исходный код изображения равнобедренного треугольника для локального и сетевого уров-

ней, который позволяет осуществлять последующую полноценную обработку графического изобра-
жения равнобедренных треугольников. 

 
 

Рис. 8. Скриншот диалогового окна указания значений параметров исходных данных для программы “TRIAN 2”  
(сетевой уровень)   
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Рис. 9. Вывод пропорциональных зависимостей и значений между линейными элементами равнобедренных треугольников 
 

 
 

Рис. 10. Вывод значений координат совпадающих характерных точек равнобедренных треугольников 
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Рис. 11. Визуальный вывод равнобедренных треугольников 
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