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Использование информационных технологий при реализации тригонометрического 
анализа равнобедренных треугольников правильной четырехугольной пирамиды 

В статье представлено применение информационных технологий (графический калькулятор и персональный компью-
тер) для проведения тригонометрического анализа взаимосвязей между равнобедренными треугольниками, входящими в 
состав правильной четырехугольной пирамиды (поперечный, граневый и диагональный треугольники). Рассмотрены про-
порциональные зависимости между линейными элементами данных равнобедренных треугольников, полученные на основе 
применения разработанного автором программного обеспечения для графического калькулятора и персонального компью-
тера на локальном и сетевом уровнях, а также приведено описание этого программного обеспечения. 

Ключевые слова: равнобедренные треугольники правильной четырехугольной пирамиды, пропорциональные зависи-
мости, графический калькулятор, программирование на языке Object Pascal в среде Delphi, технология интернет-
программирования PHP. 

V. V. Bogun 

Use of Information Technologies in Implementation of the Trigonometric Analysis  
of Isosceles Triangles of the Correct Quadrangular Pyramid 

Use of information technologies is presented in the article (the graphic calculator and a personal computer) to carry out the trig-
onometrical analysis of interrelations between the isosceles triangles, a part of the correct quadrangular pyramid (cross, edge and 
diagonal triangles). Proportional dependences between linear elements of these isosceles triangles, received on the basis of use of the 
software developed by the author for the graphic calculator and the personal computer at local and network levels are considered, and 
also the description of this software is provided. 

Keywords: isosceles triangles of the correct quadrangular pyramid, proportional dependences, a graphic calculator, program-
ming in the Object Pascal language in the environment of Delphi, technology of the Internet programming of PHP. 

Введение 
В предлагаемой статье проведен математический анализ равнобедренных треугольников, входящих в 

состав правильной четырехугольной пирамиды, и рассмотрено разработанное автором программное обес-
печение для графического калькулятора [6] и персонального компьютера на локальном и сетевом уровнях 
для реализации данных исследований в наглядной и удобной информационной форме. 

Представлены исследования изучаемых геометрических свойств равнобедренных треугольников [7] с 
точки зрения нахождения пропорциональных зависимостей между линейными элементами  через интегра-
цию элементарной геометрии и тригонометрии с применением необходимых поисковых алгоритмов [1, 2]. 

 
Теоретический аспект 
Для реализации тригонометрического анализа равнобедренных треугольников, входящих в правильную 

четырехугольную пирамиду, необходимо определиться с взаимосвязями между углами при основаниях 
данных треугольников. 

Для правильной четырехугольной пирамиды BKLMN, изображенной на рис. 1 ниже, основными равно-
бедренными треугольниками являются следующие: 

– Поперечный треугольник правильной четырехугольной пирамиды – равнобедренный треугольник, по-
лучаемый при рассечении правильной четырехугольной пирамиды фронтальной плоскостью, проходящей 
через ее вершину и середины противоположных сторон основания (треугольники BRSABC ΔΔ = , углы 
при основаниях α=∠=∠=∠=∠ BSRBRSBCABAC ). 
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– Граневый треугольник правильной четырехугольной пирамиды – равнобедренный треугольник, совпа-
дающий с гранью правильной четырехугольной пирамиды (треугольники BLMBKL ΔΔ = , углы при 
основаниях β=∠=∠=∠=∠ BMLBLMBLKBKL ). 

– Диагональный треугольник правильной четырехугольной пирамиды – равнобедренный треугольник, 
получаемый при рассечении правильной четырехугольной пирамиды фронтальной плоскостью, проходя-
щей через ее вершину и противоположные вершины сторон основания (треугольники BLNBKM ΔΔ = , 
углы при основаниях γ=∠=∠=∠=∠ BNLBLNBMKBKM ). 

 

 
 

Рис. 1. Правильная четырехугольная пирамида 
 
В правильной четырехугольной пирамиде между углами исследуемых равнобедренных треугольников 

существует следующая зависимость: произведение синусов углов при основаниях поперечного и граневого 
треугольников равно синусу угла при основании диагонального треугольника ( γβα sinsinsin =⋅ ). 

Для поперечного треугольника ABCΔ  имеем соотношения:  

AB
BDBCAsinBACsinsin =∠=∠=α . 

Для граневого треугольника BKLΔ  имеем соотношения:  

BK
BSBLKsinBKLsinsin =∠=∠=β . 

Для диагонального треугольника BKMΔ  имеем соотношения:  

BK
BDBMKsinBKMsinsin =∠=∠=γ . 

Поскольку BRSABC ΔΔ = , то BSAB = . 

Использование информационных технологий при реализации тригонометрического 
анализа равнобедренных треугольников правильной четырехугольной пирамиды 
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Так как 
BK
BD

BK
AB

AB
BD

BK
BS

AB
BDsinsin =⋅=⋅=⋅ βα  и 

BK
BDsin =γ , то получаем искомое 

выражение: γβα sinsinsin =⋅ . 
Между тригонометрическими функциями углов при основаниях поперечного, граневого и диагонально-

го треугольников правильной четырехугольной пирамиды BKLMN, изображенной на рис. 1, существуют 
следующие взаимосвязи: 

− Котангенс угла при основании граневого треугольника равен косинусу угла при основании попереч-
ного треугольника: 

− αβ cosBACcos
AB
AD

BS
KSBKLctgctg =∠===∠= . 

− Разность квадратов тангенсов углов при основаниях граневого и поперечного треугольников равна 
единице: 

− 
α

α 2
2

cos
1tg1 =+ , 

β
βα

tg
1ctgcos == , поэтому получим, что β , или 

1 . 

α 22 tgtg1 =+

tgtg 22 =− αβ
− Тангенс угла при основании поперечного треугольника равен произведению тангенса угла при осно-

вании диагонального треугольника и квадратного корня из двух: 

− ( ) γα tg2BKMtg22
DK
BD

2DK
BD

AD
BDBACtgtg =∠=⋅===∠= . 

− Квадрат тангенса угла при основании граневого треугольника равен сумме удвоенного квадрата тан-
генса угла при основании диагонального треугольника и единицы: 

− γγαβ 22222 tg21)tg2(1tg1BKLtgtg +=+=+=∠= . 
В табл. 1 представлены отношения между квадратами тангенсов углов при основаниях поперечного, 

граневого и диагонального треугольников правильной четырехугольной пирамиды. 
Таблица 1 

Отношения между углами при основаниях поперечного, граневого и диагонального треугольников  
правильной четырехугольной пирамиды 

 

Соотношения α  β  γ  

α  1 1tgtg 22 −= βα γα 22 tg2tg =  

β  1tgtg 22 += αβ 1tg2tg 22 += γβ1 

γ  
2

tgtg
2

2 αγ =  
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2
1tgtg

2
2 −

=
βγ 1 

 
Рассмотрим пропорциональные зависимости между линейными элементами двух равнобедренных тре-

угольников на плоскости при наличии условия, что углы при основаниях равнобедренных треугольников 
являются углами при основаниях основной тройки равнобедренных треугольников, образующих правиль-
ную четырехугольную пирамиду, то есть поперечного, граневого и диагонального треугольников.   

Между линейными элементами двух равнобедренных треугольников, один из которых является попе-
речным треугольником, а второй – граневым треугольником одной правильной четырехугольной пирами-

ды, то есть выполняются равенства αα =1 , βα =2  и ,  1tg1tgtgtg 1
222

2
2 +=+== ααβα
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имеют место следующие пропорциональные зависимости, полученные в качестве результатов обработки в 
представленном в монографии [3] программном обеспечении для графического калькулятора и персональ-
ного компьютера на локальном и сетевом уровнях (при доказательствах используются отношения линей-
ных  элементов треугольников к основным высотам треугольников): 

– Отношение основной высоты второго треугольника к боковой стороне первого треугольника равно от-
ношению половины основания второго треугольника к половине основания первого треугольника, то есть: 
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Таким образом,  

1

2

1

2

a
a

b
h

= . 

– Отношение основной высоты второго треугольника к разности между основной высотой первого тре-
угольника и радиусом вписанной в него окружности равно отношению половины основания второго тре-

угольника к радиусу вписанной в первый треугольник окружности, то есть: ( ) 1

2

1
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r
a
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Таким образом,  

( ) 1

2

1

2

r
a

rh
h

=
−

. 

– Отношение основной высоты второго треугольника к радиусу описанной вокруг первого треугольника 
окружности равно учетверенному отношению разности между основной высотой второго треугольника и 
радиусом описанной вокруг него окружности к основной высоте первого треугольника и равно удвоенному 
отношению разности между диаметром описанной вокруг второго треугольника окружности и его основ-
ной высотой к разности между диаметром описанной вокруг первого треугольника окружности и его ос-
новной высотой, то есть:  

Использование информационных технологий при реализации тригонометрического 
анализа равнобедренных треугольников правильной четырехугольной пирамиды 

23

( ) ( )
( )1

2

1

2

1

2

hD
hD

2
h

Rh
4

R
h

−
−

⋅=
−

⋅= . 



Ярославский педагогический вестник – 2013 – № 1 – Том III (Естественные науки) 

1

22

1

22

1

2

1

1

2

2

1

2

h
h

sin2
h
h

sin21
h
h

R
h

h
h

R
h

⋅=⋅⋅=⋅⋅= αα . 

( ) ( )
=⋅⋅

−
⋅=⋅⋅

−
⋅=

−
⋅

1

2
2

2

1

2

1

1

2

2

1

2

h
h

1
sin2

1sin24
h
h

h
h

h
Rh

4
h

Rh
4

β
β

 

=⋅
+

⋅=⋅
−

⋅=⋅
+

⋅
+

−
⋅=

1

2
2

2

1

2
2

2

1

2
2

2

2

2

h
h

1tg
tg2

h
h

tg
1tg2

h
h

tg2
tg1

tg1
1tg4

α
α

β
β

β
β

β
β

 

1

22

1

22
2

2

h
h

sin2
h
h

cos
cos
sin2 ⋅=⋅⋅⋅= αα

α
α

. 

( )
( )

( )
( ) =⋅⋅⋅=⋅

−
⋅

−
⋅=

−
−

⋅
1

22
2

1

2

1

1

2

2

1

2

h
h

tg
tg

12
h
h

hD
h

h
hD

2
hD
hD

2 α
β

      

1

22

1

22
2

2

1

2
2

2

h
h

sin2
h
h

cos
cos
sin2

h
h

tg1
tg2 ⋅=⋅⋅⋅=⋅
+

⋅= αα
α
α

α
α

. 

Таким образом,  
( ) ( )
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2

1

2

1

2

hD
hD

2
h

Rh
4

R
h

−
−

⋅=
−

⋅= . 

– Отношение половины основания второго треугольника к боковой стороне первого треугольника равно 
отношению разности между диаметром описанной вокруг второго треугольника окружности и его основ-

ной высотой к половине основания первого треугольника, то есть: 
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Таким образом,  
( )

1

2

1

2

a
hD

b
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= . 

– Отношение половины основания второго треугольника к разности между основной высотой первого 
треугольника и радиусом вписанной в него окружности равно отношению разности между диаметром опи-
санной вокруг второго треугольника окружности и его основной высотой к радиусу вписанной в первый 

треугольник окружности, то есть: ( )
( )

1

2

1

2

r
hD

rh
a −

=
−

. 
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Таким образом,  
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Между линейными элементами двух равнобедренных треугольников, один из которых является попе-
речным треугольником, а второй – диагональным треугольником одной правильной четырехугольной пи-

рамиды, то есть выполняются равенства αα =1 , γα =2  и 
2

tg
2

tgtgtg 1
2

ααγα === ,  имеет ме-

сто следующая пропорциональная зависимость, полученная в качестве результатов обработки в представ-
ленном в монографии [3] программном обеспечении для графического калькулятора и персонального ком-
пьютера на локальном и сетевом уровнях (при доказательствах используются отношения линейных  эле-
ментов треугольников к основным высотам треугольников): 

– Отношение основной высоты второго треугольника к основной высоте первого треугольника равно 
половине отношения разности между диаметром описанной вокруг второго треугольника окружности и его 
основной высотой к разности между диаметром описанной вокруг первого треугольника окружности и его 

основной высотой, то есть: 
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Таким образом, 
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Между линейными элементами двух равнобедренных треугольников, один из которых является гране-
вым треугольником, а второй – диагональным треугольником одной правильной четырехугольной пирами-

ды, то есть выполняются равенства βα =1 , γα =2  и 
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имеет место следующая пропорциональная зависимость, полученная в качестве результатов обработки в 
представленном в монографии [3] программном обеспечении для графического калькулятора и персональ-
ного компьютера на локальном и сетевом уровнях (при доказательствах используются отношения линей-
ных  элементов треугольников к основным высотам треугольников): 

– Отношение основной высоты второго треугольника к разности между основной высотой первого тре-
угольника и радиусом описанной вокруг первого треугольника окружности равно отношению диаметра 
описанной вокруг второго треугольника окружности к радиусу описанной вокруг первого треугольника ок-
ружности и равно отношению разности между диаметром описанной вокруг второго треугольника окруж-

Использование информационных технологий при реализации тригонометрического 
анализа равнобедренных треугольников правильной четырехугольной пирамиды 

25



Ярославский педагогический вестник – 2013 – № 1 – Том III (Естественные науки) 

ности и его основной высотой к разности между диаметром описанной вокруг первого треугольника ок-

ружности и его основной высотой, то есть: ( )
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Таким образом,  
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Описание программного обеспечения 
Рассмотрим разработанное автором программное обеспечение для проведения тригонометрического 

анализа двух равнобедренных треугольников на плоскости, входящих в состав правильной четырехуголь-
ной пирамиды, представленное на графическом калькуляторе [3, 4, 5] и персональном компьютере на ло-
кальном и сетевом уровнях в виде программ под общим названием “PYRAM 2”.  

Для начала работы с программой на графическом калькуляторе необходимо запустить программу с на-
именованием “PYRAM 2”, в рамках которой в  диалоговом окне меню (рис. 2A) выбирается наименование 
исходного угла равнобедренного треугольника (угол при основании поперечного, граневого или диагональ-
ного треугольника). После непосредственного ввода значения угла (рис. 2B) осуществляется выбор для ка-
ждого из двух исследуемых треугольников угла при основании (рис. 2C и 2D), то есть одного их трех тре-
угольников, образующих пирамиду, вывод в виде матрицы “A” значений углов при основаниях треуголь-
ников, входящих в пирамиду, в градусах и радианах, а также тригонометрических функций для данных уг-
лов (рис. 2E).  

После вывода данного информационного окна реализуется последовательный выбор совпадающих ли-
нейных элементов первого и второго равнобедренного треугольников соответственно (рис. 2F и 2G), а затем 
по выбору наименования операции (расчет и вывод значений отношений, целочисленных отношений или 
пропорциональных зависимостей между линейными элементами равнобедренных треугольников), что от-
ражено на рис. 2H, осуществляется вывод необходимых диалоговых окон результатов вычислений в виде 
соответствующих матриц “D”, “E”и “F” (рис. 2I, 2J и 2K). 

На следующем шаге осуществляется выбор наименования линейного элемента равнобедренных тре-
угольников (рис. 2L), ввод значения данного элемента (рис. 2M) и вывод в виде матрицы “G”значений ли-
нейных элементов равнобедренных треугольников (рис. 2N). Затем реализуется выбор характерной точки 
равнобедренных треугольников (рис. 2O), ввод значений ее координат (рис. 2P) и последующий вывод в 
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виде матрицы “H” значений координат характерных точек (рис. 6Q) и вывод в виде матрицы “J” значений 
координат совпадающих характерных точек равнобедренных треугольников (рис. 6R).   

На последнем этапе работы программы осуществляется настройка параметров вывода рассматриваемых 
равнобедренных треугольников с точки зрения отображения вписанных и описанных окружностей (рис. 6S, 
6T) с последующей  визуализацией равнобедренных треугольников (рис. 6U).  
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Рис. 2. Скриншоты из программы “PYRAM 2”  
 

Программы для персонального компьютера на локальном и сетевом уровнях под общим названием 
“PYRAM 2” состоят из двух компонентов: формы для указания параметров значений исходных данных и 
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формируемой на основе расчетов статической интернет-страницы для вывода и визуализации результатов 
вычислений.  

Для ввода и выбора значений исходных данных в рамках программ выступают необходимые компонен-
ты визуальных графических форм (рис. 3 и рис. 4 для локального и сетевого уровней соответственно), кото-
рые позволяют настроить необходимые параметры решаемой задачи. 

 

 
 

Рис. 3. Форма указания исходных данных и параметров визуализации для программы “PYRAM 2”  
(локальный уровень) 

 
Для вывода и визуализации результатов вычислений в рамках рассматриваемых программ выступают 

идентичные для локального и сетевого уровней статические интернет-страницы, которые отображают сле-
дующие заранее выбранные компоненты расчетов для рассматриваемых равнобедренных треугольников:  

1. Значения исходных данных для равнобедренных треугольников. 
2. Значения тригонометрических функций углов. 
3. Отношения между линейными элементами. 
4. Целочисленные отношения между линейными элементами. 
5. Пропорциональные зависимости между линейными элементами (рис. 5). 
6. Значения размеров линейных элементов. 
7. Значения координат характерных точек. 
8. Значения координат совпадающих характерных точек (рис. 6). 
9. Визуальный вывод равнобедренных треугольников с отображением визуальных компонентов (рис. 7). 
10. Исходный код изображения равнобедренных треугольников для локального и сетевого уров-

ней, который позволяет осуществлять последующую полноценную обработку графического изобра-
жения равнобедренных треугольников. 
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Рис. 4. Скриншот диалогового окна указания значений параметров исходных данных для программы “PYRAM 2”  
(сетевой уровень)   
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Рис. 5. Вывод пропорциональных зависимостей и значений между линейными элементами равнобедренных  
треугольников 
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Рис. 6. Вывод значений координат совпадающих характерных точек равнобедренных треугольников 
 

 
 

Рис. 7. Визуальный вывод равнобедренных треугольников 
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