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(0] CTPOCHUM KOHECYHBIX MYJbTUHINVIMKATUBHO-TUKJINICCKUX MOJYKOJIEI[

B nanHO¥ cTaThe MpoAOIDKAETCS U3yYCHHE HEUAEMIIOTCHTHBIX MYJIbTUILNIMKATUBHO-IMKINYECKUX IOJyKonel. BHavane uzna-
raroTcst (pakThl, JOKa3aHHBIE aBTOPOM paHee M OIyOIMKOBAaHHBIC B IPEIBIAYINX padoTax. Jlanee paccMaTpUBarOTCsl HOBBIC CBOHCTBA
€ UX JI0Ka3aTeIbCTBOM, HA OCHOBE KOTOPBIX CTPOUTCS aIFOPUTM HAXOKACHUS BCEBO3MOXKHBIX HUKIMYECKUX MOIYKOJIEL U1 YaCTHO-
ro Clly4as.
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A. S. Bestuzhev

On the Structure of the Multiplicative Cyclic Semirings

In this article, we continue to study idempotent multiplicative-cyclic semirings. Initially, we have given the facts that the author
proved and published in previous works. Then we explained new properties and their proofs. We constructed an algorithm for find-
ing all the cyclic semirings for the particular case.
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[MonykosbiioM Ha3bIBaeTCs anreOpandeckas cTpykrypa (S, +, -, 0, 1), B kotopoti (S, +, 0) — KOMMyTaTHB-
HBIA MOHOWUJ, (S, -, 1) — momyrpyIma, BHIIOJIHIIOTCS 3aKOHBI JUCTPUOYTHBHOCTH YMHOXEHHS - OTHOCHTEIb-
HO cioxkeHust + u ToxaectBo 0-5=s-0=0.

MyJbTUTUTUKATHBHO-ITUKINYECKUM TIOJTYKOJIBIIOM HAa3bIBACTCS IOJIYKOJBIIO, BCE BIIEMEHTHI KOTOPOTO,
KpOME HyJISl M €IHHUIIbI, SIBISIFOTCS HATYpPAIbHBIMU CTEIICHSIMH HEKOTOporo 3iemMenTa a (a#0 u a=l), Hyb
e MOXKT SBIIATBCSA,  MOKET U HE SIBIATHCS CTEIIEHBIO IEMEHTa a; CunTaeM, uto a'=1. B nanbHeifiem Ta-
KHE TIOJTYKOJIbI[a Oy/IeM Ha3bIBATH MPOCTO ITUKINICCKUMH.

CrtpoeHre OECKOHEYHBIX HUKIMYECKHX TIOJYKOJEI M3BECTHO W OIpPENENseTCs 3aKOHAMH CIIOXKCHUS:
a"™+a"=a"™™" yrg aM+a"=a" ™M [4, ¢. 28]. Hirke paccMaTpUBAIOTCS TONBKO KOHEUHbBIC LIMKINICCKUE T10-
JIYKOJTBIIA.

Bo3MoxHBI Ba ciydast:

® 0JIHAa U3 CTEIICHEH DIIEMEHTa 8 paBHa HYJIIO;

® Cpelu CTeleHeH dIeMenTa a HET HyJIs.

Ecii HyJIeBOH 9JIeMEHT SIBISETCS CTENICHBIO dJIeMeHTa a, To am+a"=a™"™"M[2, c. 144].

Bo BTOpOM ciydae MONyKOJBIO MPEACTaBIsIeT coOol THOO KOHEYHOE MoJjie, MO0 OHO YCTPOCHO Cie-
JYIOIIUM 00pa3oM: 3JIEMEHTHI 1, @, ..., ak— pasnuyHbIe, ak=a**! [2, c. 145].

Jlanee Gy/ieM paccMaTpPHBATh TONBKO TAKHE MTOTYKOJIBIIA C MOTTIOMAIONIIM JIEMEHTOM a,

Cymma 1+a Moxer npuHEMAaTh 01HO U3 ABYX 3HaueHuit: 1w a* [2, c. 145].

1+a*=1. S\{0} — umKIHYCCKOE MONYKOIBIO C HyIEBBIM IeMeHTOM a*. CTPOCHHE TAKHX MONYKOJICL HaM
n3BecTHO. CaMo MOIYKOIIBIO S TOoTydaeTcs nprucoeannerneM Hyis K monykoasiy S\{0} [2, ¢. 145].

Bropoii ciyyaii: 1+a“=a*. YMHO)HM 06e yacTu paBeHcTBa Ha a'. [Tomyuaem: a"+a‘=a“. 1o 3HAYMT, UTO
MOTJIONIAIOIIK [T0 YMHOKEHHIO DJIEMEHT OYIET €IIe U MOTJIOIAIOIINM 0 CI0XKCHHUIO.

Cpenu Takux TOJTYKOJICI CYIIECTBYIOT udemnonenmuole, B KOTOpeIX 1+1=1, u neuoemnomenmmule, B Xo-
Topeix 1+1=a", roe m>0.

ANUTHBHAS TIONYTPYINA MUKINICCKAX HACMIIOTSHTHBIX MOJYKOJEI SIBISCTCS BEPXHEH MONTypEIIeTKON
[1, c. 71-78].

B nanpHeiiem OyayT paccMaTpuBaThCs TOJIBKO HEHICMITOTCHTHBIC IMKIMYecKUe moykonbia S={1, a,
ey ak, 0}, Tme a*=a**,
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UTo0b! 331aTh MOIYTPYIITY TIO CJIOXKEHHUIO JJI TAKOTO TOJIYKOJIbIIA, JOCTATOYHO 33/1aTh CYMMBI CIMHHIL
CO BCEMHU 3JICMEHTAaMH, OCTABIIUECS CYMMBI HAXOSTCS IO CBOMCTBY TUCTPUOYTHBHOCTH.

Bripaxenue a>* o3Hauaer, 4TO Ha €ro MECTE MOXKET CTOSTH KK IEMEHT &', TaK M JJIeMEHT a’; BBIpaXKe-
Hre a° ' 03HaUaeT, UTO Ha MecTe &' MOKET HAXOUThCS JTI000i U3 1eMeHToB a°, a', a°, a° i a’. IIpu-
BeneM npumep. PaBenctso 1+a=a** MOXKHO TOHMMATH BOSKO: cymma 1+a paBHa a’ wm a’, wm cymma l+a
MOYKET OBITh PABHA JIFOOOMY 13 3HAUYCHMIT a° win a°.

Y Hac ecTh UKIMYECKOE MOJYKOJbIIO S ¢ NOIIOLIAOIIAM BJIEMEHTOM ak, Tae k=m+n+p+1. Yucaam, nu
p Takue, 9TO B TIOTYKOJIBIIE S BBHITTOJHSIIOTCS PABEHCTBA!

am+am+n=am+n+p; aO,...,k+am+n+l,...,kzam+l,...,k+am+n=ak.

WupiMu coBamu, cymma a"+a" '=a SIBJISIETCA «IIEPBOM CBEPXY» CYMMOM, HE paBHOU a“. HoxazaHo,
gro p>m [2, c. 147].

Bo3moskeH oiMH U3 CIEAYIOMMX YEThIPEX CIyJacs:

1) n-1<m;

2) n-1>m, p>n;

3) n>p, 1+1=an+1,...,k,

4)n-1>p+m, 1+1=a".

JIJis IepBhIX TpeX BapUAHTOB MOJYYCHBI ()OPMYJIIbI, OMUCHIBAIOIINE CTPOCHUE BCEX TAKHUX IMOITyKOJEl] [2,
C. 145—149] W3yveHre HenIEMIOTEHTHBIX UKINYECKUX MOYKOJICIl OCTAHOBHJIOCH Ha ciydae: N-1> p+m,
1+1=a". Jlns nero HaI/II[eHI)I BO3MOYKHBIE 3HAUCHHSI CYMM €JUHULBI CO BCEMU DJIEMEHTAMU:

1+ak=...=1+a™"=a"

1+am+n:ak—l, k

1+am+n—l:ak—2, k-1, k

m+n_ ,m-+n+p

1+an+1:an+p+l,...,k
1+a"-an+p
1+a" =gk

1+an—s:an+p+1-s,...,k (153§p-m)

1+an—r=am+n+1,...,k (r=p-m)

i:l_am+l_am+n+l,...,k

1+a"=a
1+a™=a

n+m,....k

n+m-1,....k

1+1=a" [2, ¢. 145-149]

JlaHHyI0 TaOIHIy HA30BEM TAOIUIIEH BO3MOKHBIX TTOIYKOJIELL.

Bo Bcex MPUBEIEHHBIX PABEHCTBAX, KPOME TEX, TJIE CTENEHD CYMMbI OJTHO3HAYHO ONPEJIENSETCS, BMECTO €/IH-
HUIIBI MOYKHO TIOJICTABHTH JIFO0OH 2eMeHT al,...,K — OHM OKaXKyTCs BEPHBIMH (B TOM CMBICIIE, YTO KaK1as CyMMa
W3 JIEBOM YaCTH PABEHCTBA MOYKET IPUHMMATH JIUIIL BO3MOYKHOE 3HAYEHHUE M3 IPABOI YaCTH PaBEHCTBA).

Teopema. Ilycmov nonooscumenvuvie yucia S u I maxue, umo S+r<m. Tozoa:

1) 1+a*=a"" ¢ 1+a"*=a’+a"=a""";

2) 1+a’=a""" = 1+a " =1+ "=’ +a =a*""+a"=a"""P;

3) 1+a’=a"™" K o1+a™=a*+a"=a" [3, c. 55-57].

Cnencraue. ITonoscumenvhvie uucia S u r maxue, umo S,r<m. Tozoa a'+a"*=a’+a

C NOMOMIBIO JIJAHHOW TEOPEMBI TIOJTYYaEM YCOBEPLUIEHCTBOBAHHBIN aIrOPUTM, MO KOTOPOMY MOKHO HaxXo-
JIATB MOYKOJIBLIA:

Bo3bMeM TabuuIly BO3MOKHBIX TI0TyKoell. [lepeGupaeM BapUaHTbl CyMM €IMHHMIIBI C JJIEMEHTAMH 4,

a" cpeau BO3MOXKHBIX. JIist KakaI0ro HaGopa cHAavama HaXomuM 3Hadenms cymm: 1+a™™, ..., 1+a™, 1+a™!

., 1+a™™  (Toumele Wi  oueHky). Jlajee  HpOBepsSEM  CHPaBEIIMBOCTh  PABEHCTB:
1+(a'+a%)=(1+a")+a’=a"+(1+a%) (0<r<s<m). Eciu Bce OHM OKaKyTcsi BEDHBIMH, TO BHOCHM B TabJIHILy M3Me-
HEHUs JUIs HAalJIEHHBIX CyMM, @ TAaKKe MOJOIUIENIIM BApUaHT 1 cymm 1+a, ..., 1+a". TMonyuusimascs
CTPYKTypa SIBJISETCS MOIYKOJIBIOM. B IIPOTUBHOM Cilyuae CTPYKTypa He OyIeT MOTyKOIBIOM.

n+s n+r
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DTOT aIrOPUTM II03BONSET HAXOAUTH BCEBO3MOYKHBIE MOMYKOJbIA [/ YeTBEPTOro ciydas. OQHAaKo Ba-
pHaHTOB UTst mepeGopa cimimkom MHOro. Cymma 1+a™ moxeT mpuHMMath 3HadeHme a' " mmm @tk
cymma 1+a™* — @™t @™ @™ ™K g o Tlomywaem (M+1)! BapuaHTOB. DTOT HOMCK MOXHO COKPATHTb,
JI0Ka3aB Pa3IMYHbIC YTBEPKICHHS.

Vreepsxaenue 1. Ecau ona kakozo-mo snemenma & (0<S<M) evinonnsemcs pasencmeso 1+a°=a""s, mo

Is_n+
ona ecex namypanvwix | maxux, umo 1s<m, eeprno: 1+a*=a""".

JlokasaTenscTBo. JlokakeM MO MHAYKIMM. M3BecTHO, uto: 1+a
1+a" =™ 18 rs<m. Jlokaxem, uro 1+a"=a"".

Paccmotpum  paserctBo:  a"+(1+a")=(@"+1)+a"™*. Jleas wacte sTOr0 paBeHcTBa paBHa:
ars_i_(1_i_a(r—l)S):ars_i_an+(r—l)sza(r—l)S(as_i_an)zan+rs+p

Ecnu crenens cymmbl 1+a”™ Gonble, ueM N+IS, TO BhIpakeHHE B NPaBOil YaCTH PaBEHCTBA UMEET CTe-
neHb Gonblie, yeM N+rs+p. B To ke BpeMs cTeneHb cymMMbl 1+a™ He MeHbIe ueM N+IS, MOTydaeM, 4TO
1+ar5=an+r5

Vreepxknenue 2. Ecau nonoscumenvuvie uucaa S u ¥ maxue, umo S+r<m, 1+a’=a

JoxkasatensctBo. M3 pasencrsa 1+a’=a"""" mo teopeme cnemyer: 1+a*=a"*""
toxkzecto: a'+(1+a’")=(1+a’)+a’"".

JleBas uacTh paBeHcTBa paHa: a*+(1+a* )=a’+a""*""=a’(1+a""").

IIpaBas yacTh paBeHcTBa paBHa: (1+a%)+a™ '=a" " +a* '=a""*"""P

Urak, a(1+a™")=a""*"*? a™**"*Pg¥ orkyna: 1+a™"'=a""". [To Teopeme (06patHbIii ciryuaii), 1+a'=a"".
JlaHHOE yTBEp KIECHHE UMEET CIIECTBHE.

Cnencreue. He cywecmeyem makozo wucaa s (1<s<m), umo 1+a*=a""*.

n+s

=a’+a"=a""*"". Iycts 1+a’=a"", ...,

n+s+r, mo 1+ar=an+r'

. Jlanee, paccmoTpum

JloxasatenscTBo. JomycTum, Takoe 4ucio cymectsyer n 1+a” =a""* Ilo yreepxnenmo 2 1+a=a""", a
1o yreepxaenmo 1, 1+a”=a""*"! — nporusopeune.

JlokaxkeM clieyIolyto JIEMMYy.

Jlemma. Ecau 6 nonykonsye ne 6ce cymmbl edunuypl ¢ snemenmamu =™ pagnor ™™ mo naiioem-

s maxoti snemenm a' (0<I<m), umo 1+a'=a"".

JokazatenscTBo. 1o ycnoBuio Haiinercs Takoit snement a', uro 1+a™=a™ " (0<r, 0<s, r+s<m). Eciu s=0,
TO JleMMa JI0Ka3aHa, B MPOTUBHOM CIIydae Mo TEOpeMe, a Takxke Mo yTBepskaeHuto 2 umeem: 1+a=a"""
1+a"=a"™". Utak, naHHBIMH 3I€MEHTAMH SBIISIOTCS JIeMeHTH & 1 a'. JleMMa qokasaHa.

OueBHIHO, YTO CPEIH DIEMEHTOB, YIOBJIETBOPSIOIIMX STOMY YCIOBHUIO, HAMAETCSA 3JIEMEHT C HAMMEHb-
meii crerensio. TONBKO ero u GyeM B JalbHeilIeM 0603HadaTh ', 1 GOJIBIIE HU JUIS KAKOTO JPYTOTo diIe-
MEHTa 0603HAUYCHHE &' MCIIOIb30BATh HE Oy/IeM.

Vrepxaenue 3. [Tycms 0<sr<s<m, tsm, a'+a’=a"". Toeoa 6o3moxncnvl d6a cryuas:

1) t=s, t2A+r;

2) t>s+l.

JlokasatenscTBo. M3 paBenctpa a'+a’=a""" cienyer 1+a* "= (BoimonHsieTcs u npu r=0).

Ecmu t-r=s-r, to t-r> |, nHaue BO3HHKAET MPOTHBOpEUHe ¢ onpeneneHnem uucia |. Urak, t-r=s-r, t-r> 1,
otkyma t=s, t=>I+r.

Ecmu t-r>s-r, To mo yreepxaenmio 2 1+a™=a""*. Uto6bl He BO3HMKIIO IPOTHBOPEUHS C ONpEICICHHEM
grcia |, momkHo BeIMomHAThCS: t-S21, oTkyma: t>s+I.

OueBUIHBI TAKKE CIIEAYIONIUE YTBEPHKICHHS:

Ecmu s>m-l u ewimoansiomes ocmanvhwie ycnosus ymeepyucoenus, mo a'+a*=a" (u sA+r) wwu
a‘r_|_as=an+m+l,...,k.

JI0Ka3aTenbCTBO OT MPOTHBHOTO BHITEKAET M3 yTBEPKICHUS 3.

Cymma mio6bix 06YX HeOOUHAKOBBIX IIEMEHINOE 6 NOLYKOIbYE uMeen cmenens ne menvuie yem N+l.

JlaHHOE YTBEpKIECHUE UMEET CIEMYIOLIEe CIEICTBUE.

n+t-r
a

Cnencteue. ITycms 0<t,5,t<m, r<s, a'+a"*=a’*+a"""=a""". Toeoa so3mosncnvl d6a cryuas:

1) t=s, t>1+r;

2) t>s+l.

JlokasatenscTBo. 3 nanHoro B ycrnosuu pasenctsa a'+a' *=a""""? cnenyer paBencrso: 1+a"* " =a""""P,

n+t-r n+t

ITo o6paTHoii Teopeme 1+a"'=a""", orkyna: a'+a’=a

JKe CIIeIYIONIEe YTBEPKICHHE.

. Ocranoch NpUMeHNTH yTBEpXkAcHUE 3. BepHo Tak-
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Ecnu s>m-l u swinonnsiomes ocmanvuwie ycnosus ymeepacoenus, mo a*+a" =a'+a" =a"""P (1 s2l+r)
wiu a*+a™ '=a +a"*=ak.

Yreepxaenne 4. [Tyeme 1+a™* =a"™"" 0<r<l, |+r<m. Tozoa 1+a'=a

JoxkasatensctBo. CTeneHb cymMmMbl 1+a" He MokeT ObITh paBHA N+I, Tak Kak I'<l, Torma no yTeep:xaeHHIO
3 ona He Menbie deM |+r. Jlanee, paccmoTpum pasenctso: (1+a")+a'=1+(a"+a™").

[Ipasasi ero yactb pasHa: 1+a'(1+a')=1+a""*"=a""*"*.

Orcroza ciefayer, 4To cTeneHb cyMMbl 1+a" He Gonbmie N+l+r, nHaue BrIpaskeHHE B JICBOM YacTH pac-
CMaTpHUBAaEMOr0 PaBEHCTBA OyJET UMETh CTEHEHb 00Jble, ueM N+l+r+p. O6beIMHUB Pe3yabTaThI, IOTyYa-
em, uto 1+a'=a"""",

Yr1Bepxaenue S. Ilycmb 6b1noaHAIOMCA pageHcmea:

1+a"™"=a""" y 1+a'"=a"""", 20e O<r<s<l, l+s<m. Tozoa:

1+a5-r=an+|+5.

JlokazatenscTBo. Pacemotpum pasenctso: (1+a°)+a *=1+(a""+a'™).

[IpaBasi yacTb paBeHcTBa paHa: 1+a° (1+a")=1+a""a'"'=a""***".

OTcro1a MOXKHO CENaTh BBIBOJ, YTO CTENEHb cCyMMbl 1+a°" He Gomblue yem N+I+S, HHaYe BhIpaKECHUE B
JIeBOM YaCTH PaccMaTpMBAEMOTO PaBEHCTBA OyleT MMETh CTeHeHb Oonblie, yeM N+I+s+p. Jokaxem, 4To
OHa paBHAa UMEHHO N+|+sS,

Crenens cymmbl 1+a°" He MenbIIE YeM N+I+5-1 (110 yTBepKAEHMIO 3).

Ipexnonoxum, uto 1+a* '=a""*, rae s-rst<s. Kax yxe GbLI0 10Ka3aHO:

(1+as—r)+al+s=an+l+s+p'

aee,

an+|+t_i_al+s=a (an+as—t)=an+l+s+p, a'+ast=a

ITo o6patHoii Teopeme, 1+a*'=a""", a s-t<I. IToxyummm npotuBopeune. Utak, 1+a* =a

VTBepsKIeHHS 4 U 5 MOXKHO 00BEIMHUTD, €CIIM JOMYCTUTh, uTo =0,

B ocraBineiics yacTH cTaThu OyIeT PacCKa3bIBaThes, KAK YCTPOEHBI HOMYKONIbLA Ul ciydas M<2l (Mox-
HO CKa3aTh, YTO YTBEPKIEHHSA 4 U 5 OTHOCATCS KaK pa3 K 5TOMy clydaro). Bo Bceil ocTapiielics yacTu cra-
ThU cumuraercs, uto M=<2l. Ceiiuac OymeT chOpMYIHPOBAH AITOPUTM, 110 KOTOPOMY MOKHO HAXOIHUTH BCE
HOJIyKOJIbIIA, IS JAHHOTO CIIy4as.

ITo yrBepxkaenuro 3 cymma 1+a

n+l+r

n+l+s+p  Sl+t n+s-t+p
, a .

n+l+s

I+t n+l+t n+m+1,....k

(O<t=m-l) moxeT npUHUMATH 3HAYCHHS, paBHbIC 1+a unu a

PaccmarpuBaemM BCEBO3MOKHbBIE BAPUAHTHI JIsl CYMM BHJIa 1+aMthm, Cpenu 5TUX CyMM HE PaBHBI ammrLk
CYMMBbI €OWHUIBI CO CICAYIOIIMMM CTCIICHSAMM DJICMEHTa a. I+ry, ..., 1415, Tne 0<ri<...<r.<m-l| (cTeneHun
3TUX CYMM, COOTBETCTBEHHO, OyayT ciemyromme: N+l+ry, ..., n+l+ry). A ans Bcex octanphbix t: 0<t<m-I,

t=; (1<i<s), Bepro: 1+a'"'=a""™"* Hcnons3ys mokasaHHbIC YTBEP)KICHHS, MOKHO OIPEEIUT 3HAUCHHS

HEKOTOPEIX cymM Bua 1+a™ '™, a MMEHHO CyMMBI EIMHHIIBI CO CIEAYIOIMM CTENEHAMH JIeMeHTa a: [
(1<i<S) — mo yrBepskaenuto 3, ri-rj, (1<j<i<S) — mo yrBepxaeHuIO 4.

Bcem ocraBmmMcs cymMmMaMm Buaa 1+a”~ """ mpujaeM 3HaveHUeE, paBHOE a X Ecin He BO3HHKHET
IPOTHBOPEUHIi, TO €CTh CCIIH OKAKETCS, 9TO BCsiKas cymma Bia 1+al ', me pasmas a™™* onpenems-
eTCsl OJIHO3HAUHO, TO CYIIECTBYET IOTYKOIbLO C MOMyUMBIIMMCS HaGOpoM cymM Bupa 1+a" ", uHaue 1o-
JIyKOJBI[A ¢ BHIOPAHHBIM HaGOopoM cymM Braa 1+a ™™ e cymecTByer.

Ecnmu B KakoM-TO OIpeIeieHHOM CiTydae He BO3HUKIIO MPOTHBOPEUHIA, TO €CTh MOIYKOIBIO C MOTY4HB-
mmMest HaGopom cymm Buaa 1+ab ™.,

JlokakeM, 4TO HE CYILECTBYET JIBYX Pa3IMYHBIX MOIYKOJEl, UMEIOMINX OAMHAKOBEIE HAOOPHI CYMM €IH-
HUIIBI C SJIEMEHTAMH, CTEIEHh KOTOPEIX 0oJIbiie, 9yeM | (1 He GosbIme ueM M), HO pasHble HAOOPHI CYMM €IH-
HHIIBI C 3JIEMCHTaMH, CTETIIeHb KOTOPBIX MEHbIIE, YeM |, OTyKoIblla CYUTAIOTCS PA3HBIMH, €CIIH OHU OTIIH-
YAI0TCS HA3BAHHBIMH CYyMMaMH, HE paBHBIME @' " ¥ (HATOMHIM, 4TO PacCCMATPUBAIOTCS MOMYKONMbIA, B
KOTOpBIX M<2I).

IpeanonoxuM obparHoe. Bo3bMeM MONYKONBI0, B KOTOPOM CYMMBI €AHHHIBI C SIeMeHTaMu a- ' om-
PENeNsIOTCs TI0 ONMMCAaHHOMY BBIIIE aropuT™My. Bo3bMeM JIpyroe moyryKojbiio. B mepBoM MOJTyKOIbIE CyM-
MbI €JMHUIIBI C JIEMEHTAMH, CTEIICHH KOTOPBIX MEHbIIE, YeM |, MOJTHOCThIO ONPEICISIIOTCSI CYMMaMH €1d-
HHIIBI C 3JIEMEHTaMH, CTEIICHb KOTOPBIX OoJbie, yeM |, B 000MX MOIyKOIbIAaX CYMMBI €IMHHUIIBI C JIEMEH-
tamu @™ coBmamaloT. 3HAUMT, €CTM B MEPBOM MONYKOJIbIE ecTh cymMa Buma l+a'=a"™" (O<r<l, 0<t,
[+r+t<m), oHa ecThb U BO BTOPOM IMOJYKOJIbIIC. DTH MOJTYKOJbIA PA3TUYAOTCS HAOOPOM CYMM €IHHHIIBI C

n+m+1,..
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l+r+t

BTOPOM — 1+a'=a (O<r, O<t, I+r+t<m). Torma BO BTOPOM ITOJYKOJBIIE BBITOJHSIOTCS paBEHCTBA:
l4+r+t_ on+l+r+t I+t _ n+l+t

1+a" "=a u 1+a =a" . Ho 5Tu xe camble paBeHCTBA JOJKHBI BHIIOIHATHCSA U B IEPBOM HOIYKOJIb-

11e, TaK Kak Habopbl CyMM €IWHUIIBI C DJIEMEHTaMU qhrhem coBnagaroT. Toraa B MepBoM MOJYKOJbIE MO

CBOMICTBY 5 1+a'=a"*"™t - npoTuBopeure. [TomydrTu, 9To I MOTYKOJIEIl, B KOTOPBIX M<2|, CyMMBI ¢ TUHHUIIBI

¢ snmemenTamu @ OINPENEIAIOTCS CYMMaMH €IMHHIL C DJIEMEHTaMH a™™ Tem campiM IOJIy4YeH ajlro-

puT™, HOSBOJ’I}IIOH_II/Iﬁ HaXOAWTh BCC MOJYKOJbIA IS CIIy4dast m=<2l: r[epe61/1paeM BCCBO3MOXHBIC BaAPUAHTLL

JUTSI CYMM BHZIa 1+a*t My TUTSL KXKIOTO CITydast OIpeIesisieM, CyIIEeCTBYET JIM MOIYKOJIBITO C TaHHBIM Ha00-
POM CYMM WJIM HET.
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	УДК 512.55
	А. С. Бестужев
	О строении конечных мультипликативно-циклических полуколец
	A. S. Bestuzhev
	On the Structure of the Multiplicative Cyclic Semirings
	Полукольцом называется алгебраическая структура (S, +, (, 0, 1(, в которой (S, +, 0( – коммутативный моноид, (S, (, 1( – полугруппа, выполняются законы дистрибутивности умножения ( относительно сложения + и тождество 0(s=s(0=0.
	Мультипликативно-циклическим полукольцом называется полукольцо, все элементы которого, кроме нуля и единицы, являются натуральными степенями некоторого элемента a (a(0 и a(1), нуль же может являться, а может и не являться степенью элемента a; считаем,...
	Строение бесконечных циклических полуколец известно и определяется законами сложения: am+an=amin{m,n} или am+an=amax{m,n} [4, с. 28]. Ниже рассматриваются только конечные циклические полукольца.
	Возможны два случая:
	 одна из степеней элемента a равна нулю;
	 среди степеней элемента a нет нуля.
	Если нулевой элемент является степенью элемента a, то am+an=amin{m,n}[2, с. 144].
	Во втором случае полукольцо представляет собой либо конечное поле, либо оно устроено следующим образом: элементы 1, a, …, ak – различные, ak=ak+1 [2, с. 145].
	Далее будем рассматривать только такие полукольца с поглощающим элементом ak.
	Сумма 1+ak может принимать одно из двух значений: 1 или ak  [2, с. 145].
	1+ak=1. S\{0} – циклическое полукольцо c нулевым элементом ak. Строение таких полуколец нам известно. Само полукольцо S получается присоединением нуля к полукольцу S\{0} [2, с. 145].
	Второй случай: 1+ak=ak. Умножим обе части равенства на an. Получаем: an+ak=ak. Это значит, что поглощающий по умножению элемент будет еще и поглощающим по сложению.
	Среди таких полуколец существуют идемпотентные, в которых 1+1=1, и неидемпотентные, в которых 1+1=am, где m>0.
	Аддитивная полугруппа циклических идемпотентных полуколец является верхней полурешеткой [1, с. 71–78].
	В дальнейшем будут рассматриваться только неидемпотентные циклические полукольца S={1, a, …, ak, 0}, где ak=ak+1.
	Чтобы задать полугруппу по сложению для такого полукольца, достаточно задать суммы единиц со всеми элементами, оставшиеся суммы находятся по свойству дистрибутивности.
	Выражение a3,4 означает, что на его месте может стоять как элемент a3, так и элемент a4; выражение a3,…,7 означает, что на месте a3,…,7 может находиться любой из элементов a3, a4, a5, a6 или a7. Приведем пример. Равенство 1+a=a3,4 можно понимать двояк...
	У нас есть циклическое полукольцо S с поглощающим элементом ak, где k=m+n+p+1. Числа m, n и p такие, что в полукольце S выполняются равенства:
	am+am+n=am+n+p; a0,…,k+am+n+1,…,k=am+1,…,k+am+n=ak.
	Иными словами, сумма am+am+n=am+n+p является «первой сверху» суммой, не равной ak. Доказано, что p>m [2, с. 147].
	Возможен один из следующих четырех случаев:
	1) n-1≤ m;
	2) n-1>m, p≥ n;
	3) n>p, 1+1=an+1,…,k;
	4) n-1( p+m, 1+1=an.
	Для первых трех вариантов получены формулы, описывающие строение всех таких полуколец [2, с. 145–149]. Изучение неидемпотентных циклических полуколец остановилось на случае: n-1( p+m, 1+1=an. Для него найдены возможные значения сумм единицы со всеми э...
	1+ak=…=1+am+n+1=ak
	1+am+n=ak-1, k
	1+am+n-1=ak-2, k-1, k
	...
	1+an+1=an+p+1,...,k
	1+an=an+p
	1+an-1=an+p,..,k
	…
	1+an-s=an+p+1-s,...,k (1≤s≤p-m)
	...
	1+an-r=am+n+1,...,k (r=p-m)
	...
	1+am+1=am+n+1,...,k
	1+am=an+m,...,k
	1+am-1=an+m-1,…,k
	...
	1+1=an [2, с. 145–149]
	Данную таблицу назовем таблицей возможных полуколец.
	Во всех приведенных равенствах, кроме тех, где степень суммы однозначно определяется, вместо единицы можно подставить любой элемент a1,…,k – они окажутся верными (в том смысле, что каждая сумма из левой части равенства может принимать лишь возможное з...
	Теорема. Пусть положительные числа s и r такие, что s+r≤m. Тогда:
	1) 1+as=an+s( 1+an+s=as+an=an+s+p;
	2) 1+as=an+s+r(1+an+s=1+an+s+r=as+an=as+r+an=an+s+r+p;
	3) 1+as=an+m+1,…,k(1+an+s=as+an=ak [3, с. 55–57].
	Следствие. Положительные числа s и r такие, что s,r≤m. Тогда ar+an+s=as+an+r.
	С помощью данной теоремы получаем усовершенствованный алгоритм, по которому можно находить полукольца:
	Возьмем таблицу возможных полуколец. Перебираем варианты сумм единицы с элементами a, …, am среди возможных. Для каждого набора сначала находим значения сумм: 1+an-m, …, 1+an-1, 1+an+1, …, 1+an+m (точные или оценку). Далее проверяем справедливость рав...
	Этот алгоритм позволяет находить всевозможные полукольца для четвертого случая. Однако вариантов для перебора слишком много. Сумма 1+am может принимать значение an+m или an+m+1,…,k, сумма 1+am-1 – an+m-1, an+m, an+m+1,…,k и т. д. Получаем (m+1)! вариа...
	Утверждение 1. Если для какого-то элемента as (0<s<m) выполняется равенство 1+as=an+s, то для всех натуральных l таких, что ls(m, верно: 1+als=an+ls.
	Доказательство. Докажем по индукции. Известно, что: 1+an+s=as+an=an+s+p. Пусть 1+as=an+s, …, 1+a(r-1)s=an+(r-1)s, rs(m. Докажем, что 1+ars=an+rs.
	Рассмотрим равенство: ars+(1+a(r-1)s)=(ars+1)+a(r-1)s. Левая часть этого равенства равна:  ars+(1+a(r-1)s)=ars+an+(r-1)s=a(r-1)s(as+an)=an+rs+p.
	Если степень суммы 1+ars больше, чем n+rs, то выражение в правой части равенства имеет степень больше, чем n+rs+p. В то же время степень суммы 1+ars не меньше чем n+rs, получаем, что 1+ars=an+rs.
	Утверждение 2. Если положительные числа s и r такие, что s+r(m,  1+as=an+s+r, то 1+ar=an+r.
	Доказательство. Из равенства 1+as=an+s+r по теореме следует: 1+as+r=an+s+r. Далее, рассмотрим тождество: as+(1+as+r)=(1+as)+as+r.
	Левая часть равенства равна: as+(1+as+r)=as+an+s+r=as(1+an+r).
	Правая часть равенства равна: (1+as)+as+r=an+s+r+as+r=an+s+r+p.
	Итак, as(1+an+r)=an+s+r+p, an+s+r+p(ak, откуда: 1+an+r=an+r+p. По теореме (обратный случай), 1+ar=an+r.
	Данное утверждение имеет следствие.
	Следствие. Не существует такого числа s (1<s(m), что 1+as-1=an+s.
	Доказательство. Допустим, такое число существует и 1+as-1=an+s. По утверждению 2 1+a=an+1, а по утверждению 1, 1+as-1=an+s-1 – противоречие.
	Докажем следующую лемму.
	Лемма. Если в полукольце не все суммы единицы с элементами a1,…,m  равны an+m+1,…,k,  то найдется такой элемент al (0<l(m), что 1+al=an+l.
	Доказательство. По условию найдется такой элемент ar, что 1+ar=an+r+s (0<r, 0(s, r+s(m). Если s=0, то лемма доказана, в противном случае по теореме, а также по утверждению 2 имеем: 1+ar+s=an+r+s, 1+ar=an+r. Итак, данными элементами являются элементы a...
	Очевидно, что среди элементов, удовлетворяющих этому условию, найдется элемент с наименьшей степенью. Только его и будем в дальнейшем обозначать al, и больше ни для какого другого элемента обозначение al использовать не будем.
	Утверждение 3. Пусть 0(r<s(m, t(m, ar+as=an+t. Тогда возможны два случая:
	1) t=s, t(l+r;
	2) t(s+l.
	Доказательство. Из равенства ar+as=an+t следует 1+as-r=an+t-r (выполняется и при r=0).
	Если t-r=s-r, то t-r( l, иначе возникает противоречие с определением числа l. Итак, t-r=s-r, t-r( l, откуда t=s, t( l+r.
	Если t-r>s-r, то по утверждению 2 1+at-s=an+t-s. Чтобы не возникло противоречия с определением числа l, должно выполняться: t-s(l, откуда: t(s+l.
	Очевидны также следующие утверждения:
	Если s>m-l и выполняются остальные условия утверждения, то ar+as=an+s (и s(l+r) или ar+as=an+m+1,…,k.
	Доказательство от противного вытекает из утверждения 3.
	Сумма любых двух неодинаковых элементов в полукольце имеет степень не меньше чем n+l.
	Данное утверждение имеет следующее следствие.
	Следствие. Пусть 0(r,s,t(m, r<s, ar+an+s=as+an+r=an+t+p. Тогда возможны два случая:
	1) t=s, t( l+r;
	2) t( s+l.
	Доказательство. Из данного в условии равенства ar+an+s=an+t+p следует равенство: 1+an+s-r=an+t-r+p. По обратной теореме 1+as-r=an+t-r, откуда: ar+as=an+t. Осталось применить утверждение 3. Верно также следующее утверждение.
	Если s>m-l и выполняются остальные условия утверждения, то as+an+r=ar+an+s=an+s+p (и s(l+r) или as+an+r=ar+an+s=ak.
	Утверждение 4. Пусть 1+al+r=an+l+r, 0<r<l, l+r(m. Тогда 1+ar=an+l+r.
	Доказательство. Степень суммы 1+ar не может быть равна n+r, так как r<l, тогда по утверждению 3 она не меньше чем l+r. Далее, рассмотрим равенство: (1+ar)+al+r=1+(ar+al+r).
	Правая его часть равна: 1+ar(1+al)=1+an+l+r=an+l+r+p.
	Отсюда следует, что степень суммы 1+ar не больше n+l+r, иначе выражение в левой части рассматриваемого равенства будет иметь степень больше, чем n+l+r+p. Объединив результаты, получаем, что 1+ar=an+l+r.
	Утверждение 5. Пусть выполняются равенства:
	1+al+r=an+l+r и 1+al+s=an+l+s, где 0<r<s<l, l+s(m. Тогда:
	1+as-r=an+l+s.
	Доказательство. Рассмотрим равенство: (1+as-r)+al+s=1+(as-r+al+s).
	Правая часть равенства равна: 1+as-r(1+al+r)=1+as-ral+r=an+l+s+p.
	Отсюда можно сделать вывод, что степень суммы 1+as-r не больше чем n+l+s, иначе выражение в левой части рассматриваемого равенства будет иметь степень больше, чем n+l+s+p. Докажем, что она равна именно n+l+s.
	Степень суммы 1+as-r не меньше чем n+l+s-r (по утверждению 3).
	Предположим, что 1+as-r=an+l+t, где s-r(t<s. Как уже было доказано:
	(1+as-r)+al+s=an+l+s+p.
	Далее,
	an+l+t+al+s=an+l+s+p, al+t(an+as-t)=an+l+s+p, an+as-t=an+s-t+p.
	По обратной теореме, 1+as-t=an+s-t, а s-t<l. Получили противоречие. Итак, 1+as-r=an+l+s.
	Утверждения 4 и 5 можно объединить, если допустить, что r=0.
	В оставшейся части статьи будет рассказываться, как устроены полукольца для случая m(2l (можно сказать, что утверждения 4 и 5 относятся как раз к этому случаю). Во всей оставшейся части статьи считается, что m(2l. Сейчас будет сформулирован алгоритм, ...
	По утверждению 3 сумма 1+al+t (0<t(m-l) может принимать значения, равные 1+an+l+t или an+m+1,…,k. Рассматриваем всевозможные варианты для сумм вида 1+al+1,…,m. Среди этих сумм не равны an+m+1,…,k суммы единицы со следующими степенями элемента a: l+r1,...
	Всем оставшимся суммам вида 1+a1,…,l-1 придаем значение, равное an+m+1,…,k. Если не возникнет противоречий, то есть если окажется, что всякая сумма вида 1+a1,…,l-1, не равная an+m+1,…,k, определяется однозначно, то cуществует полукольцо с получившимся...
	Если в каком-то определенном случае не возникло противоречий, то есть полукольцо с получившимся набором сумм вида 1+a1,…,m.
	Докажем, что не существует двух различных полуколец, имеющих одинаковые наборы сумм единицы с элементами, степень которых больше, чем l (и не больше чем m), но разные наборы сумм единицы с элементами, степень которых меньше, чем l, полукольца считаютс...
	Предположим обратное. Возьмем полукольцо, в котором суммы единицы с элементами a1,…,l-1 определяются по описанному выше алгоритму. Возьмем другое полукольцо. В первом полукольце суммы единицы с элементами, степени которых меньше, чем l, полностью опре...
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