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O kBazwiuHeitHOM Tu(depeHIHATLHOM YPABHEHUH HEHTPATBLHOTO THNIA B KPUTHYECKOM ciIy4ae

PaccmarpuBaercss 3amaua Komm g kBaswimHeHHOro  qu¢GepeHIMaTbHOTO  ypaBHEHUS  HEHTpanbHOTO — THIIA

a(t )X'(t)+ b(t )X'(h1 (t))—i— C(t )X'(h2 (t)) =f (t, (TX)(t )) Jloka3aHa Teopema CyIIeCTBOBaHHMS AJIs Cily4asi, KOoraa ornepaTop,

COOTBETCTBYIOMINII 1€BOM YaCTH ypaBHEHMUS, ABISAETCS CIOPBEKTHBHBIM, HO HE00SA3aTENbHO 0OPAaTHMBIM.

KinioueBble c10Ba: ypaBHEHUE HEHTpaIbHOTO THIA, 3a1a4a Komm, TeopeMbl CyleCTBOBaHUS, OIEpaTop BHYTPEHHEH cymneprio-
3UIHH.

A. R. Abdullaev, O. A. Nevolina

On a Quasilinear Differential Equation of a Neutral Type in a Critical Case

Cauchy problem for the differential quasilinear equation of a neutral type
a(t)x’(t)+ b(t)X'(hl(t))+ C(t)X'(h2 (t)) = f (t, (TX)(I)) is considered. We prove the existence theorem for the case, when
an operator corresponding to the left part of the equation is surjective, but not necessary invertible.

Keywords: an equation of a neutral type, Cauchy problem, existence theorems, an inner superposition (composition) operator.

B pabore [2] moka3aHbI TeOpEMbI CYIIICCTBOBAaHUS pelieHUs 3anaun Koy i KBa3WIMHEHHOTO ypaBHE-
HUS HEUTPaIbHOTO TUTIA C ABYMS OTKJIOHCHVSIMH apryMEHTa, 3a/1aBaeéMbIMH JIMHCHHBIMY (yHKIMIMU. B Ha-
cTosiIel paboTe yoMsSHyTOe ypaBHEHUE paccMaTpUBaeTcs ¢ Hanbolee OOIIMMU OTKIIOHEHUSIMH apryMEHTa,
JUIsSI KOTOPOTO YCTaHABIIMBACTCS TeOpeMa CyIIleCTBOBaHMs penieHus 3anaun Komm. Hac Oyzner unrepecoBath
Ciy4ail, Korja pa3peirMocCTh 3a/1a4d T0Ka3bIBACTCSI HA OCHOBE YTBEPXKJICHUS O CIOPHEKTUBHOCTHU OMEPATO-
pa BHYTpEHHEH CYIEPIIO3UIINH, SBISIOMIETOCS CYMMOM JBYX ClIaraéMbIX — OJHOWIEHHBIX OIEepaTopoOB CY-

nepnosuuun. Hpu stom oneparop L:L, ->L,, L=A+ S, COOTBETCTBYIOIIMIA JIEBOM YaCTU ypaBHEHUS,
OKa3bIBAETCS CIOPHEKTHBHBIM, HO HEO0SA3aTEIBHO 00paTHMBIM. B 5TOM CMBICIIE H3ydaeMblii B paboTe cirydait
ABISETCA KpuTHUeckuM i ypasaernus (1). Kpome toro, kooduument npu X'(t) moxer obpamarscs B

HyJIb. J{7151 OOBIKHOBEHHBIX TU(HEPESHIMAIBHBIX YPaBHEHHI 3TO OBl 03HAYAJI0 CUHTYJISIPHOCTh YPaBHCHHS.
Kax panee ormedanoch [1], ypaBHeHHS HEUTPaJIBHOTO THUIIA MOTYT 00JIajjaTh CBOWCTBAMHM, HE XapaKTep-
HBIMU JUTsI OOBIKHOBEHHBIX U GepeHIIHaANbHBIX ypaBHeHUH. TeopeTrnueckre uccineI0BaHus TAKMX CBOWCTB
OyAyT CrocOOCTBOBAThH 0oJiee MIMPOKOMY MPUMEHEHHUIO UG (EpPeHIIMANBHBIX YPAaBHEHUH HEUTPaIbHOTO TH-
Ma B MATEeMaTUYECKUX MOJICIISX PEalIbHBIX TPOIIECCOB.
bynem paccmaTtpuBats 3aauy Komiu

at)x'(t)+ b(e)x'(hy (1) + e(t)x(hy (1) = 7 (&, (Tx)t)) ®)
x(0)=«, (2)

roe te [O;l], a(-), b(-), C() — usmepumble QpyHkuun, f ! [0,1]>< R" — R' ynoenerBopsior ycnoBusm Kapa-
TEeOIOpH, | — JIHHEHHBIH omepaTop. YCIOBHS Ha IOPOKIAIONINE OIEPATOp BHYTPEHHEH CYIEPIIO3UIMN
dyuxuun h,, h, chopmymmposans! HuKe.

Byzem monb3oBatbest 0003HayeHusiMU paboTel [2]. s yqoOCTBa YTEHUS] HATIOMHUM OCHOBHBIE M3 HUX.
IMonoxum E = [0 ,1] C R = (—o0,) . Yepes L,, 1< p<+o0, 06o3Hauum 6aHaXOBO MPOCTPAHCTBO DyHK-

mii yY.E—> R, CyMMHpyeMBIX (3mech W gamee — 1o Jlebery) B P -it cremeHn, ¢ HOpPMOH
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L_— mpocTpaHCTBO M3MEPUMBIX W OTPAHMYEHHBIX B CYIICCTBEHHOM (DYHKITHIA

Ivll, —[_ly(t)pdtj}/p; »

y:E— R' ¢ HOPMOM ||y||w =vrai sup|y(t)| ; Dp— MIPOCTPAHCTBO TaKWX aOCONFOTHO HEMPEPBIBHBIX (DyHK-
teE
it X:E — R, u4r0 X' € L, , ¢ Hopmoii ||X||D = |x(a)|+||x’||p.
p

s u3MepuMoro MHOXKECTBa € C R yepes M(e) Oymem oGo3Hauath ero mepy JleGera. Ilycthb

h:E—>R' i =12 - uzmepumble Gyrkunn, maokecta h. (E) wmsmepumsr u h. (E) < E. Onpenenum

OJTHOYJICHHBIE ONIEPAaTOPHI BHYTPEHHEW CYNEePIO3UIINN

(S1y)(®) =b(t)y(hy (1)
(S2¥)(1) = c(®)y(h, (1)

unonoxuM S =S, +S,.
Onpenenum QYHKIUN MHOXECTB (HOAPOOHOE H3JIOKEHHE MOCICAYIOUMX IPEINOI0KCHHI U HOSCHEHIE

K HUM TIpHuBeeHo B pabore [1]):
wm(€)=m(h " (e))

-1
1o (e)=m(h, " (e)) '
v GyzeM mpeanonaratb UX abCONIOTHYIO HENPEPHIBHOCTH OTHOCHTENBHO Mepbl JleGera. Yepes 14/(-) o6o-

3Ha4YMM Npou3BojHy Pamona — Hukoxuma dynkumm MHOXectBa 4 (€), 1 =12 . Bynem mpexmonarars
BBITTOJIHEHHBIMU YCIIOBHS

vraisupb(t)(z4 (hy (t))) "o

teE

< 400 vr?ei sup c(t) w5 (hy (t)))%‘ < 400

IMpu BhImoNHEHHK 3THX ycnoBuit onepatopst S; i L, — L, =12, 1< p <+ sBasoTcs orpanmyen-

HeIMU. Ham moTpeOyroTcsi HEKOTOpbIe yTBEPKACHUs, cHOPMYIUpOBaHHbIe B paboTe [2], B 4aCTHOCTH, T€O-
pema 1 u nemma 4. Cnenyroliee yTBEpkKACHUE COICPIKUT YCIOBUS, TapaHTUPYIOLINE CIOPBEKTUBHOCTh OIle-

paropa L:L, —> L, ,tne L=A+S, (Ay){t)=a(t)y(t) u S=S,+S,. Jlna xapakrepuctuku dynximii
h* u h,* mam notpe6yioTcs QyHKIME MHOKeECTB
L&) =m(h(e) A(e)=m(hy(e)) ecE

O cBs3u (byHKLII/II/I MHOXXCCTB ﬂl’ /12 COOTBCTCTBCHHO C (1)YHKLII/I$IMI/I MHOXCCTB (L, M, U BbIYMCICHUU

HX IpOM3BOAHBIX Pamona — Hukomuma cm. [1].
JlemMma. I1yCTb BBIITOJTHEHBI YCIOBUA:

1) h(E) c E, i=12,u m(h(E)nh,(E))=0;
2) cymectyior m3mepumbie dyrximan b :h (E) = E u h':h,(E) — E raxue, uro h*(h,(t))=t,
h,*(h,(t)) =t mouru Bcrony Ha E ;

3) 0< p<vrai Eianb(t)|q L) + e ) ) u [a], <.
Torma omeparop L:L, —> L, , L=A+S, e (Ay)(t)=a(t)y(t), (Sy){t)=(S,y((t)+(S,y){), -

JIA€TCA CIOPBEKTUBHBIM, IPUYUCM

(8-al., Jiol,, <] @)

L*a)H
q we Lq'
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Jlokazatenncro. CHavana nokaxem, uro oneparop S:L, — L , §=35 +8S,, ciopbexTusen u BbI-

IIOJIHACTCA HEPABEHCTBO

Ao, <|

S *a)H
i @)
rae f < vr<'§1EiEianb(t)|Ol (A +]c(t)] (A ()" )/Vq

Orepatopsl, CONPSDKEHHBIE ¢ S, S, , HIMEIOT BUJ

<sra)><f):{b(hl1<f>)w(h11<r>)u1(f>, reh(E)

0, reh(E),
o el @l @) (E) 7 ehy(E)
(Szw)(r)_{o, ’ rehy(E)

g
Paccmotpum HS *a)H U C YYETOM YCJIOBUSA 1) IEMMBI IIPEICTABUM B BUJIE CYMMBI JBYX MHTEIPajoB
g

‘S*QHQ (b @ot @)@ 'dr  [lethz? @)z (@) us @) dr
q - h(E) + Do (E) .

B KaXIOM M3 HHTErPajoB IPOM3BEIEM 3aMEHY HEPEMEHHOM, coorBetcTBeHHO momarast 7 =h (t) u 7=
h, (t) . Homyunm

Is*a’ [ (o(t) 221 (O] 41 (0) + [e ) 5 (y (0] 23 (@) eo(t)|*
ad-E .

B ycrioBusix temMmbl umeem [1]
A0 () =1 A (1) u;(hy (1) =1

CnenoBaTeibHO,
5o’ [ (o) () +[e®)|* (A ) (t)
qa_-E

U3 3T0ro0 paBeHCTBa B CHITY YCIOBHS 3) JIEMMBI OIY4YUM HepaBeHCTBO (4). Tak kak

Aol <|Ao], <|a], ],

q

Uo| >|
q

'af~[af
q q

TO CIpaBeIMBO HepaBeHCTBO (3). B cmiry ycioBus 3) 3TO e HEpaBEHCTBO TapaHTUPYET CIOPHEKTHBHOCTD
oneparopa L:L, — L. Jlemma nokasana.

Bepuemcs k 3anaue (1), (2). Pemuennem sroit 3amaun (1), (2) Oyaem HasbiBath Takyro dpynkmuo X = X(t),

t € E , KOTOpas ABJIACTCA 3JICMCHTOM NPOCTPAHCTBA D, nourn BCIOAY Ha E YAOBJICTBOPACT YPaBHCHUIO

p b
(1), a Takxe HaYATBHOMY YCIIOBHIO (2).

Jls npuMenenust TeopeMsl 1 pabotsr [2] mpencrasum 3agauy (1), (2) B Buze orepaTopHOTro ypaBHEHHS

Ly=Fy ' 5)
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Tl 3TOrO TpH Mpou3BOBHO (ukcupoarHoM ¢ € R' monoxmv X'(t)= y(t) u onpexemam omeparop
VL, —>L, pasencrsom (vy)t) a+_[ s)ds. Iycrs N : L,—>L,, (Nu)t)= f(t,u(t)) - omeparop

Hewmpiukoro. Onepatop F:L, — L, onpenenum pasencreom Fy = N(T (\/y)) Torna 3amaga (1), (2)
MIPUHUMAET BHJI KBa3WJIMHEHHOTO OIlepaTopHOro ypaBHeHus (5). B ciemyromeit Teopeme mpeamnomaraercs,
yro 1< p<oo.

Teopema. [1ycThb BBIMOJHEHBI YCIOBHS JIEMMBI, & TAKXKE CIIEYOIINE:

1) cymectsytor korcTantsl O >0, ¥ >0 rakue, uro ¢pynxkmus f :ExR" — R' ynosmersopsier uepa-

BEHCTBY |f(t,u)| < §+;/|u| npu Beex U € R! wmourn Beex t € E ;

2) T:L, > L, — nuneiinbiii orpanuyenHblii oneparop;

3) cymectByer f > 0, Takoe, 4to 7||T||+ ||a||o0 <p

N 1- )
cuript i) <00+

1
Torna 3amaua (1), (2) ast nmpom3BoabHOrO @ € R™ MMeeT X0Ts OBl OHO pelIeHHUE.
Jloka3arenbcTBO. [TokaXkeM, YTO YCIOBHUS JaHHON TEOPEMBI 0OCCIICUMBAIOT BIMOJHEHUE YCIOBHUi 1)—3)
TeopeMsl 1 pabotsr [2].

Oneparop V :L, — L, npn 1< p<oo sensercst BronHe HenpepbiBHBIM. [103TOMY BIIOJIHE HENPEPHIB-

HbiM Oyzer n oneparop F:L, — L. Bennuunbl d u q, purypupyronue B ynomsHyToii TeOpEME, B CHILY
JieMMbI 4 paOoThI [2] COOTBETCTBEHHO PaBHBI
q=4-lal,, d=HT|
CreoBaTellbHO, BBITIOJIHEHBI BCE YCIIOBHS TeopeMbl 1 padotsl [2], mosTtomy 3anaqa (1), (2) mmeer xots
Ob1 oo pemenne X € D, 1< p <oo. Teopema nokasana.
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	А. Р. Абдуллаев, О. А. Неволина
	О квазилинейном дифференциальном уравнении нейтрального типа в критическом случае
	A. R. Abdullaev, O. A. Nevolina
	On a Quasilinear Differential Equation of a Neutral Type in a Critical Case
	В работе [2] доказаны теоремы существования решения задачи Коши для квазилинейного уравнения нейтрального типа с двумя отклонениями аргумента, задаваемыми линейными функциями. В настоящей работе упомянутое уравнение рассматривается с наиболее общими о...
	Как ранее отмечалось [1], уравнения нейтрального типа могут обладать свойствами, не характерными для обыкновенных дифференциальных уравнений. Теоретические исследования таких свойств будут способствовать более широкому применению дифференциальных урав...
	Будем рассматривать задачу Коши
	где  ,   – измеримые функции,   удовлетворяют условиям Каратеодори,   – линейный оператор. Условия на порождающие оператор внутренней суперпозиции функции  ,   сформулированы ниже.
	Для измеримого множества   через   будем обозначать его меру Лебега. Пусть  ,   – измеримые функции, множества   измеримы и    . Определим одночленные операторы внутренней суперпозиции
	и положим  .
	Определим функции множеств (подробное изложение последующих предположений и пояснение к ним приведено в работе [1]):
	,  ,
	и будем предполагать их абсолютную непрерывность относительно меры Лебега. Через   обозначим производную Радона – Никодима функции множества  ,  . Будем предполагать выполненными условия
	,  .
	При выполнении этих условий операторы  ,  ,    являются ограниченными. Нам потребуются некоторые утверждения, сформулированные в работе [2], в частности, теорема 1 и лемма 4. Следующее утверждение содержит условия, гарантирующие сюръективность операто...
	,  ,  .
	О связи функций множеств  ,   соответственно с функциями множеств  ,   и вычислении их производных Радона – Никодима см. [1].
	Лемма. Пусть выполнены условия:
	1)    ,  , и  ;
	2) существуют измеримые функции   и   такие, что  ,   почти всюду на  ;
	3)   и  < .
	Тогда оператор  ,  , где  ,  , является сюръективным, причем
	,  .                                                     (3)
	Доказательство. Сначала докажем, что оператор  ,  , сюръективен и выполняется неравенство
	,                                                                  (4)
	где  .
	Операторы, сопряженные с  , имеют вид
	.
	Рассмотрим   и с учетом условия 1) леммы представим в виде суммы двух интегралов
	=   +  .
	В каждом из интегралов произведем замену переменной, соответственно полагая  =  и  = . Получим
	=  .
	В условиях леммы имеем [1]
	,  .
	Следовательно,
	=  .
	Из этого равенства в силу условия 3) леммы получим неравенство (4). Так как
	,
	и
	,
	то справедливо неравенство (3). В силу условия 3) это же неравенство гарантирует сюръективность оператора  . Лемма доказана.
	Вернемся к задаче (1), (2). Решением этой задачи (1), (2) будем называть такую функцию  ,  , которая является элементом пространства  , почти всюду на   удовлетворяет уравнению (1), а также начальному условию (2).
	Для применения теоремы 1 работы [2] представим задачу (1), (2) в виде операторного уравнения
	.                                                                               (5)
	Для этого при произвольно фиксированном   положим   и определим оператор   равенством  . Пусть  ,   – оператор Немыцкого. Оператор   определим равенством  . Тогда задача (1), (2) принимает вид квазилинейного операторного уравнения (5). В следующей тео...
	Теорема. Пусть выполнены условия леммы, а также следующие:
	1) существуют константы   такие, что функция   удовлетворяет неравенству   при всех   и почти всех  ;
	2)   – линейный ограниченный оператор;
	3) существует  , такое, что
	.
	Тогда задача (1), (2)  для произвольного   имеет хотя бы одно решение.
	Доказательство. Покажем, что условия данной теоремы обеспечивают выполнение условий 1)–3) теоремы 1 работы [2].
	Оператор   при   является вполне непрерывным. Поэтому вполне непрерывным будет и оператор  . Величины  и  , фигурирующие в упомянутой теореме, в силу леммы 4 работы [2] соответственно равны
	,  .
	Следовательно, выполнены все условия теоремы 1 работы [2], поэтому задача (1), (2)  имеет хотя бы одно решение  ,  . Теорема доказана.
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