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Многообразия модулей стабильных рефлексивных пучков ранга 2 с нечетным первым классом 

Черна на комплексном проективном пространстве 

В данной статье мы устанавливаем фундаментальные взаимосвязи между двумя специальными классами многообразий 

модулей стабильных рефлексивных пучков ранга 2 с нечетным первым классом Черна на P3 
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S. A. Tikhomirov, A. P. Lyapin, A. V. Zhigareva 

Varieties of Moduli of Stable Reflexive Rank-2 Sheaves with Odd First 

Chern’s Class on Complex Projective Space 

In this article we establish the fundamental interrelations between two special classes of variety of moduli of stable reflexive 

rank-2 sheaves with odd first Chern’s class on P3. 
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Маруяма [3] показал, что множество классов эквивалентности изоморфных стабильных рефлек-

сивных пучков параметризуется так называемым (грубым) пространством модулей. То есть, проще 

говоря, точке в пространстве модулей соответствует класс эквивалентности таких пучков. Это про-

странство имеет структуру алгебраического многообразия. 

Мы рассматриваем наши многообразия модулей стабильных рефлексивных пучков ранга 2 с пер-

вым классом Черна, равным -1 (по традиции называемым в алгебраической геометрии нечетным) на 

трехмерном проективном пространстве Р3 над полем С. 

Настоящая работа посвящена установлению фундаментальных взаимосвязей между двумя специ-

альными классами таких многообразий. 

Имеют место следующие утверждения. 

Утверждение 1. (Хартсхорн, [2], лемма 9.3). 

Многообразие модулей стабильных рефлексивных пучков ранга 2 на P3 с классами Черна

),,1( 2mm  неприводимо, гладко и рационально размерности 3, если m=1, и размерности m2+3m+1, 

если m 2. 

Определение 1. Назовем такое многообразие модулей многообразием Хартсхорна. 

Утверждение 2. (Ведерников, [1], лемма 4). 

Многообразие модулей стабильных рефлексивных пучков ранга 2 на P3 с нечетными классами 

Черна (-l,l(k+1),l(k+1)2) неприводимо, рационально и гладко размерности  
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Определение 2. Назовем такое многообразие модулей многообразием Ведерникова. 

Теперь мы формулируем первый из основных результатов нашей работы. 

Теорема 1. Для каждого многообразия Хартсхорна всегда найдется многообразие Ведерникова в 

точности такой же размерности, причем классы Черна пучков в обоих многообразиях будут совпа-

дать. 

Доказательство данного результата будем проводить получением экспериментальных данных о 

размерностях многообразий Хартсхорна и Ведерникова и установлением взаимосвязей между общи-

ми формулами для размерностей Хартсхорна и Ведерникова, указанными выше. 
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l=2, k=24 : 1357 

l=2, k=25 : 1463 

l=2, k=26 : 1573 

l=2, k=27 : 1687 

l=2, k=28 : 1805 

l=2, k=29 : 1927 

l=2, k=30 : 2053 

l=3, k=31 : 3185 

l=3, k=32 : 3383 

l=3, k=33 : 3587 

l=3, k=34 : 3797 

l=3, k=35 : 4013 

l=3, k=36 : 4235 

l=3, k=38 : 4697 

l=3, k=39 : 4937 

l=3, k=40 : 5183 

l=3, k=41 : 5435 

l=3, k=42 : 5693 

l=3, k=43 : 5957 

l=3, k=44 : 6227 

l=3, k=45 : 6503 

l=3, k=46 : 6785 

l=3, k=47 : 7073 

l=3, k=48 : 7367 

l=3, k=49 : 7667 

l=3, k=50 : 7973 

l=3, k=51 : 8285 

l=3, k=52 : 8603 

l=3, k=53 : 8927 

Формула для размерности многообразий Харстхорна имеет вид: m2+3m+1 (для m 2). Формула 

для размерностей многообразий Ведерникова имеет вид: 4
2

21
2

2

1
)6( 2322  lllklllk . При 

определенных значениях l, k и m формулы дают в точности совпадающие значения (см. эксперимен-

тальные данные выше). Это наводит на мысль о глубокой взаимосвязи между этими формулами. Бо-

лее точно замечаем, что совпадающие значения получаются при l=1, k=m-1. Подставим в формулу 

Ведерникова l=1, k=m-1:  

 2)1(ml 4
2

21
2

2

1
)1)(6( 232  lllmll =  2)1(m  mmm 24

2

21
2

2

1
)1(5 2

 m51 136115 2  mm . 

Мы получаем в чистом виде формулу Хартсхорна. Это обстоятельство и позволяет нам формули-

ровать наш первый основной результат. Теорема доказана. 

Итак, мы уже знаем, среди многообразий Ведерникова встречаются многообразия в точности той 

же размерности, что и многообразия Хартсхорна и мы строго доказали, что при определенных усло-

виях (l=1, k=m--1) формула Ведерникова превращается в формулу Хартсхорна. Это наводит на мысль 

еще более глобальную – второй наш основной результат. 

Теорема 2. Многообразия Хартсхорна содержатся среди многообразий Ведерникова. 

Доказательство. Действительно, доказательство формулы Хартсхорна в лемме 9.3 его статьи опи-

рается на конструкцию, упоминаемую в этой же статье в примерах 4.2.3, 4.2.5, 8.2.4, где рефлексив-

ный пучок F ранга 2 с нужными классами Черна получается как расширение из точной тройки  

0)1()1(0  YIFO
,                                                            (*) 

где O – структурный пучок P3, а Y– кривая степени d=c2 в P3. 

В свою очередь доказательство формулы Ведерникова в лемме 4 его работы опирается на конст-

рукцию, где рефлексивный пучок F ранга 2 с нужными классами Черна получается как расширение 

из точной тройки  

0)(])
2

1
([0 


 lI

l
FO X

,                                                      (**) 

где O – структурный пучок P3, а X – полное пересечение (кривая) типа (l,k+1) в P3. 

Сопоставляя (*) и (**), мы легко получаем, что при l=1 тройки в точности совпадают. Это позво-

ляет нам говорить, что конструкция Ведерникова (а тем самым и формула Ведерникова) является ес-

тественным обобщением конструкции Хартсхорна (а тем самым и формулы Ведерникова). Следова-

тельно, многообразия Хартсхорна и в самом деле образуют подмножество во множестве многообра-

зий Ведерникова. Теорема доказана. 

В заключение следует сказать, что статья Ведерникова вышла на 4 года позднее статьи Хартсхор-

на. Ведерников о работе Хартсхорна знал и даже поместил ее в список литературы, но никаких фун-

даментальных взаимосвязей между его результатами и результатами Хартсхорна в своей работе он не 

установил. 
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