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О многообразии модулей 3 (2; 0,15)
P

M  стабильных 2-расслоений с классами Черна 1 0c  и 2 15c  

на комплексном проективном пространстве 

В данной статье мы альтернативным (аналитическим) методом находим точное число компонент Эйна в многообразии 

модулей 3 (2;0,15)
P

M , вычисляем их размерности и устанавливаем соответствия этих компонент спектрам стабильных рас-

слоений.  
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On variety of moduli 3 (2; 0,15)
P

M  of stable 2-bundles with Chern classes 1 0c  and 2 15c  on complex 

projective space 

In this article we find the exact number of Ein’s components in varieties of moduli 3 (2;0,15)
P

M  by the alternative (analytical) 

method, calculate their dimensions and establish correspondences of this components to spectra of stable bundles. 

Keywords: vector bundle, stable bundle, Chern classes, variety of moduli. 

Программа исследований стабильных 2-расслоений с нулевым первым классом Черна на P
3
 стар-

товала в конце 70-х гг. прошлого столетия, благодаря усилиям классика алгебраической геометрии 

Р. Хартсхорна, его коллег, учеников и последователей [1, 14−18, 20−22]. В течение нескольких преды-

дущих лет удалось достаточно далеко продвинуться в решении ряда сложных задач, связанных с изу-

чением пространств модулей таких расслоений (и их разновидностей), разработкой новых методов 

исследования, получением новых существенных результатов качественного и количественного харак-

тера [2−13, 19]). Однако, бóльшая часть стоящих проблем, по-прежнему остается либо разработанной, 

но частично, либо полностью неразработанной. Среди первой категории таких проблем – вопросы, 

касающиеся «географии» и геометрии компонент упомянутых пространств модулей, в том числе – так 

называемых компонент Эйна. [8]. Благодаря новому программно-вычислительному методу, разрабо-

танному в [2], стало известно точное число компонент Эйна в пространствах модулей 3 (2; 0, )
P

M n ста-

бильных 2-расслоений с с1=0 и c2=n для n от 1 до 100 000 включительно. 

В настоящей работе мы рассматриваем случай, где с2=15, на предмет компонент Эйна. Он уника-

лен тем, что впервые в соответствующем пространстве модулей располагается  сразу 3 компоненты 

Эйна. В настоящей статье мы приводим альтернативное (аналитическое) доказательство данного фак-

та, а также находим размерности всех трех компонент и их соответствие конкретным спектрам рас-

слоений. 

В исследовании проблем, связанных с компонентами Эйна (а также другими видами и классами 

компонент) важную роль играет понятие спектра расслоения. Напомним определение и свойства 

спектра для стабильного 2-расслоения E2 c c1=0. 

Определение. Пусть l  – общая прямая в 3P , 3 3:= :lbl P P  − раздутие вдоль l  и 3 1: P P  – 

морфизм, определенный пучком плоскостей, проходящих через l . Тогда расслоение 1 *

* 2:= ( 1)V R E  

– расслоение ранга n  на 1P . По известной теореме Гротендика  данное расслоение единственным об-

разом расщепляется в прямую сумму линейных: 1=1
= ( )

n

ii
a

P
V O , где 1 2 ... na a a . Тогда спектр 

2 1( ) := { , ..., }nSpec E a a . 

В случае произвольной характеристики понятие спектра было введено Р. Хартсхорном [21]. В ре-

альности спектр такого расслоения представляет собой неубывающую последовательность n целых 
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чисел, обладающую рядом важных свойств [21, 22]. А именно, пусть 2( )Spec E ={a1, a2,…,an}, ai Z − 

спектр E2. Тогда 2( )Spec E удовлетворяет свойствам: 

(1) симметричность {-ai}={ai}; 

(2) связность: для любых двух чисел в 2( )Spec E  каждое число, лежащее между ними, также лежит 

в 2( )Spec E ; 

(3) если число l0, такое, что 1 l0 max{ai} появляется только один раз в 2( )Spec E , то каждое число 

l, такое, что l0 l max{ai} появляется только один раз в 2( )Spec E . 

Основной результат настоящей работы – следующая теорема. 

Теорема. В пространстве 3 (2; 0,15)
P

M  имеются 3 компоненты Эйна: 1) компонента размерности 

123, содержащая плотное открытое подмножество классов расслоений, имеющих спектр (-3,-2,-2,-

1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,2,3) и задаваемых монадой типа 3 3 3 3 30 ( 4) ( 1) 2 (1) (4) 0
P P P P P

O O O O O , 

2) компонента размерности 225, содержащая классы расслоений, имеющих спектр (-7,-6,-5,-4,-3,-2,-

1,0,1,2,3,4,5,6,7) и задаваемых монадой типа 3 3 3 3 30 ( 8) ( 7) 2 (7) (8) 0
P P P P P

O O O O O  и 3) 

компонента размерности 152,  содержащая плотное открытое подмножество классов расслоений, 

имеющих спектр (-4,-3,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,3,4) и задаваемых монадой типа 

3 3 3 3 3 30 ( 5) ( 3) ( 1) (1) (3) (5) 0
P P P P P P

O O O O O O . 

Доказательство. 

В случае с2=15 имеется 54 реализуемых спектра (то есть, спектра, удовлетворяющих свойствам 

(1)−(3)). Перечислим эти спектры: 

1) (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0); 

2) (-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1); 

3) (-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1); 

4) (-2,-1,0,0,0,0,0,0.0,0,0,0,0,1,2); 

5) (-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1); 

6) (-2,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,2); 

7) (-3,-2,-1,0,0,0,0,0.0,0,0,0,1,2,3); 

8) (-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1); 

9) (-2,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,2); 

10)  (-2,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,2,2); 

11)  (-3,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,2,3); 

12)  (-4,-3,-2,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,2,3,4); 

13)  (-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1); 

14)  (-2,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,2); 

15)  (-2,-2,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,1,2,2); 

16)  (-3,-2,-1,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,1,2,3); 

17) (-2,-2,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,2,2,2); 

18)  (-3,-2,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,2,2,3); 

19)  (-4,-3,-2,-1,-1,0,0,0,0,0,1,1,2,3,4); 

20)  (-5,-4,-3,-2,-1,0,0,0,0,0,1,2,3,4,5); 

21)  (-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,1,1,1); 

22)  (-2,-1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,1,1,2); 

23)  (-2,-2,-1,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,1,2,2); 

24)  (-3,-2,-1,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,1,2,3); 

25)  (-2,-2,-2,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,2,2); 

26)  (-3,-2,-2,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,2,3); 

27)  (-4,-3,-2,-1,-1,-1,0,0,0,1,1,1,2,3,4); 

28) (-2,-2,-2,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,2,2,2); 

29) (-3,-2,-2,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,2,2,3); 

30)  (-3,-3,-2,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,2,3,3); 

31)  (-4,-3,-2,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,2,3,4); 
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32)  (-5,-4,-3,-2,-1,-1,0,0,0,1,1,2,3,4,5); 

33)  (-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,0,0,1,2,3,4,5,6); 

34)  (-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,1,1,1); 

35)  (-2,-1,-1,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,1,1,2); 

36)  (-2,-2,-1,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,1,2,2); 

37)  (-3,-2,-1,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,1,2,3); 

38)  (-2,-2,-2,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,2,2,2); 

39)  (-3,-2,-2,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,2,2,3); 

40)  (-4,-3,-2,-1,-1,-1,-1,0,1,1,1,1,2,3,4); 

41)  (-2,-2,-2,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,2,2,2); 

42) (-3,-2,-2,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,2,2,3); 

43) (-3,-3,-2,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,2,3,3); 

44) (-4,-3,-2,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,2,3,4); 

45) (-5,-4,-3,-2,-1,-1,-1,0,1,1,1,2,3,4,5); 

46) (-2-2,-2,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,2,2,2); 

47) (-3,-2,-2,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,2,2,3); 

48) (-3-3,-2,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,2,3,3); 

49) (-4-3,-2,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,2,3,4); 

50) (-3,-3,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,3,3); 

51) (-4,-3,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,3,4); 

52) (-5,-4,-3,-2,-2,-1,-1,0,1,1,2,2,3,4,5); 

53) (-6,-5,-4,-3,-2,-1,-1,0,1,1,2,3,4,5,6); 

54) (-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7). 

 

Далее, рассмотрим монаду  

3 3 3 # # 30 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
P P P P P P

O c O b O a O a O b O c                        (1) 

с когомологическим пучком E2, где c > 0b a , c > a b  [8, формулы (1)−(3)]. Положим r=b-a, q=c-2a-

r-1. Здесь r, q 0  в силу предыдущих неравенств.  Тогда с2(E2)=(2a+r+1+q)
2
–(a+r)

2
–

a
2
=(2a+r)

2
+(1+q)

2
+2(2a+r)(1+q)-2a

2
-2ar-r

2
=4a

2
+4ar+r

2
+1+2q+q

2
+4a+4aq+2r+2rq-2a

2
-2ar-

r
2
=2a

2
+2ar+4a+4aq+2r+2rq+1+2q+q

2
. 

Поскольку a, r и q – неотрицательные целые числа, а с2(E2) представляет собой сумму единицы и 

произведений этих трех переменных в неотрицательных степенях, то с2(E2) является возрастающей 

функцией от трех переменных a, r и q, принимающей натуральные значения. (Фиксируя любые две из 

трех переменных a, r и q, легко проверяем, что с2(E2) − возрастающая функция от оставшегося пере-

менного). Анализируя с2(E2) как функцию от a, r и q, мы элементарными вычислениями получаем, что 

равенство с2(E2)=15 возможно в трех случаях:  

1) а=0, r=1, q=2 (тем самым, b=1, c=4);  

2) а=0, r=7, q=0 (тем самым, b=7, c=8);  

3) a=1, r=2, q=0 (тем самым, b=3, c=5). 

Разберем теперь подробно каждый из этих трех случаев. 

1) Согласно теореме [6] имеем: 

3 3 3

0 0 0 0 0

2 ( 1) (3) ( 1) 20 1 0 19
P P P

h E h V h O h O h O , 

3 3 3

0 0 0 0 0

2 ( 2) ( 1) (2) ( 1) ( 2) 10 0 0 10.
P P P

h E h V h O h O h O  

Теперь рассмотрим спектр под номером 26) из вышеуказанного списка. Элементарным вычисле-

нием получаем, что последние два равенства верны для  спектра Spec E2= (-3,-2,-2,-1,-1,-

1,0,0,0,1,1,1,2,2,3), входящего под номером 26) в наш список. Тем самым, в силу единственности 

спектра Spec E2 расслоения Е2 получаем, что наша компонента Эйна соответствует именно спектру с 

порядковым номером 26).  

В данном случае монада (1)  имеет вид: 3 3 3 3 30 ( 4) ( 1) 2 (1) (4) 0
P P P P P

O O O O O . 

Применяя формулу (4) [8] к этой монаде, находим размерность d этой компоненты Эйна: 
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d=d1-d2-d3-d4, где d1 = dim Hom 3 3 3( ( 1) 2 (1)
P P P

O O O , 3 (4))
P

O  = 3 3 3

0 0 0(5) 2 (4) (3)
P P P

h O h O h O  = 

56+70+ 20=146;  

d2=dim Hom ( 3 (4)
P

O , 3 (4
P

O )) = 3

0

P
h O =1;  

d3=
0 2(h ( 3 (4)

P
O ))=0; 

d4=
0 2( (h S 3 3 3( 1) 2 (1)

P P P
O O O 0 2)) ( (h S 3 3( 1) 2 ))

P P
O O + 3 3

0 0(2)
P P

h O h O 3

0 2 (1)
P

h O =

3 3 3

0 0 0( 2) 3 2 ( 1)
P P P

h O h O h O +10+1+8=0+3+0+19=22. 

Таким образом, d=146-1-0-22=123. 

2)  Согласно теореме [6] имеем: 

3 3 3

0 0 0 0 0

2 ( 1) (7) (6) ( 1) 120 84 0 36
P P P

h E h V h O h O h O , 

3 3 3

0 0 0 0 0

2 ( 2) ( 1) (6) (5) ( 2) 84 56 0 28.
P P P

h E h V h O h O h O  

Теперь рассмотрим спектр под номером 54) из вышеуказанного списка. Элементарным вычисле-

нием получаем, что последние два равенства верны для спектра Spec E2 = (-7,-6,-5,-4,-3,-2,-

1,0,1,2,3,4,5,6,7), входящего под номером 54) в наш список. Тем самым, в силу единственности спек-

тра Spec E2 расслоения Е2 получаем, что наша компонента Эйна соответствует в точности спектру с 

порядковым номером 54) и, ввиду утверждения ( a ) теоремы 3.3 [17],  содержит именно классы рас-

слоений, имеющих такой спектр. 

В данном случае монада (1) имеет вид: 

3 3 3 3 30 ( 8) ( 7) 2 (7) (8) 0
P P P P P

O O O O O . 

Применяя формулу (4) [8] к этой монаде, находим размерность d этой компоненты Эйна: 

d=d1-d2-d3-d4, где d1=dim Hom 3 3 3( ( 7) 2 (7)
P P P

O O O , 3 (8))
P

O  = 3 3 3

0 0 0(15) 2 (8) (1)
P P P

h O h O h O  = 

816+330 + 4=1150;  

d2=dim Hom ( 3 (8)
P

O , 3 (8
P

O ))= 3

0

P
h O =1;  

d3=
0 2(h ( 3 (8)

P
O ))=0; 

d4=
0 2( (h S 3 3 3( 7) 2 (7)

P P P
O O O 0 2)) ( (h S 3 3( 7) 2 ))

P P
O O + 3 3

0 0(14)
P P

h O h O 3

0 2 (7)
P

h O =

3 3 3

0 0 0( 14) 3 2 ( 7)
P P P

h O h O h O +680+1+240=0+3+0+921=924. 

Таким образом, d=1150-1-0-924=225. 

3) Согласно теореме [6] имеем: 

3 3 3

0 0 0 0 0

2 ( 1) (4) (2) 35 10 1 24
P P P

h E h V h O h O h O , 

3 3 3

0 0 0 0 0

2 ( 2) ( 1) (3) (1) ( 1) 20 4 0 16.
P P P

h E h V h O h O h O  

Теперь рассмотрим спектр под номером 51) из вышеуказанного списка. Элементарным вычисле-

нием получаем, что последние два равенства верны для  спектра Spec E2= (-4,-3,-3,-2,-2,-1,-

1,0,1,1,2,2,3,3,4), входящего под номером 51) в наш список. Тем самым, в силу единственности спек-

тра Spec E2 расслоения Е2 получаем, что наша компонента Эйна соответствует именно спектру с по-

рядковым номером 51).  

В данном случае монада (1) имеет вид: 

3 3 3 3 3 30 ( 5) ( 3) ( 1) (1) (3) (5) 0
P P P P P P

O O O O O O . 

Применяя формулу (4) [8] к этой монаде, находим размерность d этой компоненты Эйна: d=d1-d2-

d3-d4, где d1=dim Hom 3 3 3 3( ( 3) ( 1) (1) (3)
P P P P

O O O O , 3 (5))
P

O = 3 3 3 3

0 0 0 0(8) (6) (4) (2)
P P P P

h O h O h O h O  

= 165+84+35+10=294;  

d2=dim Hom ( 3 (5)
P

O , 3 (5
P

O )) = 3

0

P
h O =1;  

d3=
0 2(h ( 3 (5)

P
O ))=0; 

d4=
0 2( (h S 3 3 3 3( 3) ( 1) (1) (3)

P P P P
O O O O ))= 3

0 ( 6)
P

h O 0h
2(S 3 3 #( ( 1) (1) (3)))

P P P
O O O +

3 3

0 0( 4) ( 2)
P P

h O h O 3

0

P
h O =0+ 3 3 3

0 0 2 0( 2) ( ( (1) (3)))
P P P

h O h S O h O 3 3

0 0(2)
P P

h O h O +0+0+1=0+0 

3 3 3

0 0 0(2) (6) (4)
P P P

h O h O h O  +10+1+1=0+10+84+35+12=141. 

Таким образом, d=294-1-0-141=152. 
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