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� ��
	��  �������/��
  	���	���
 � ����"	������ ��	���� �	��!��& ��	"����� �� 
���� ���	�	� (�	!��) � ���	
����&

"��%���	� ( �
"�&) � ����������"�"� �� ��& ���
	����
"� (����	"�"�). 1 �� 	���	�����" "������ ���������	���

�	���������
 �����'����� 	 �		��	%���� !���� "��%���	� � ���	�	�.  

0 %,��6� � 
��: ��	"����
, ����	"�, "������ ���������	���, �	��!���  �	��������  �	��	���, ��
��!���  ���-

��������
,  	�
 �����,  �	�������
  �	��	��� ���  	�
"� �����. 

V. V. Afanasiev

Geometry on Bus Routes 

In the work constructions and considerations of properties of final geometries in the language of areas (points) and bus routes 

(straight lines) with the requirements (axioms) imposed on them are offered. Using an incidence matrix, the statement about a ratio of 

the number of routes and areas is proved.  

Keywords: Geometry, axioms, incidence matrixes, final projective planes, tabular representations, Galois's fields, the projective 

plane over Galois's fields. 

1. 2�)��� #  ��#��% � �� ? �,�%

0��	� �"���� � !������
"� 	� ����
���
 ��

,�������/ � 	��� �� �	�	�	�, � �	�	�	", ���

	
�!�	, �"����
 ����	���	 ���	�	� , 

�	��������& ���	
����"� "��%����"�

. ���!�" ",��
 ,�	�	 �	�	�� ����-

�	���� �	����	!�	 ����"�	�  �����	.  

� �+�!# 1. 6/
�� ��� ���	�� �	������� 	�-

��" �, � ���
& ,�	�	"��, �	���	 	���" ���	
��-

��" "��%���	".  

����� ,�	, 	��� �� �/
	���������&  ���%���-

������	� ���������	����
 �	 �	�	" 	 �	�"	'�	�

������"	��� �	��!����� n ���	�	� � l "��%���	�

� ���	" �	�	��. ����"	���" �"���� � ��" ��-

��	���	  �	���&  ��"��	�.  

� ��(  1. � �	�	�� �"����
 ������������

���	
����� "��%���, �	�	���  �	&	��� !����

��� ���	��. 7�	 ����	
�	 ��
 '������, 	�	
���	

��
 �	����	!�	 
	��%�& �	�	�	�, �	 �	�"	'�	

��
 ���	����� 	���	�	 !��	�����.  

� ��(  2. 1	�����", ���'�", �����������

���	� �	�	�� ��	�" "��%���	" � ��'��" �� 	�-

������& ���	�	�, �	�	��� ��&	�
��
 �	'� �� 	�-

�	" "��%���� (���. 1). 

                              

���. 1 
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����"	���� � ������ � 	�	
�  �	���������


"��%���	� � �	�	�� � �!��	" ���
	����
 	  �	&	-

'����� ����������	�	 "��%���� !���� �/
�� ���

���	��, �
�'���"�
, !�	 �	 ���& ���!�
& �	��!���-

�	 ���	�	� �� 
	��%� �	��!����� "��%���	�. (�

,��& !�����& ���!��� �	�"	'�	  ��� 	�	'���

�	��	����	��� �����'����
 	 �	", !�	 . 

�,+( �)(��( 1. $	������, !�	 ���� � �	�	��


	��%� 	��	�	 "��%����, �	 !���	 "��%���	� ��

"���%� !���� ���	�	�. 

5�������������. $�
 �����	�����
 ������	���

����������� �	�����" "������ ���������	-

��� �� ����� � ������,  	������/.�/

 �	&	'����� !���� ���	� "��%���� : 

3����"  �	��������� "������ ���������	-

��� I �� ����� 	���	�����/ "������ , �	�	��


 	��!����
 ��"��	� � I ���	� �� ��	�
��. *	��� �

���	"	� "������  	 ����	���� 
���� ��� 	��-

�����
 !���� , 	���!�/.�� !��-

�	 "��%���	�,  �	&	�
.�& !���� ���	� , � ��

�����& "����& "������ – �������,  	������/-

.�� ����������	��� "��%���	�,  �	&	�
.�&

!���� ��� �����!��& ���	��. *���" 	
���	", 

.

...111

1...11

1...11

1...11

3

2

1

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=⋅

n

T

r

r

r

r

II

�����

�	��	����  	 ���	��/ � �	�	�� 
	��%� 	��	-

�	 "��%����, �	 ��� . 

$	��'�" "��	�	" "���"���!���	� ��������, 

!�	  

$�


( )( ) ( ) ( ) ( )( ) .
1

1

1

1
1111111

21

212121 �
�

	


�

�

−
+

−
+−−=−+−+−−=

rr
rrrrrr

���� 	�	'�", !�	 �����'����� ������	 ��
 . 

*	��� ��


=

−

−

==⋅

++ 11...11

0...11

01...1

11...1

1...11

1...11

11...1

11...1

)det(

1

2

11

1

2

1

k

k

k

k

T

r

r

r

rr

r

r

r

r

II ��������

( ) ( ) +

−

−

−

⋅−−=
++

00...001

10...001

00...101

00...011

11

3

2

1

)1(1

k

k

r

r

r

r �����

( )( )( ) ( ) =�
�

	


�

�

−
++

−
+

−
+−⋅⋅⋅−−−⋅−+

+

+++

1

1
...

1

1

1

1
11111)1(

21

211

)1()1(

k

kk

kk

rrr
rrrr

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

=�
�

	


�

�

−
++

−
+

−
+⋅

⋅−⋅⋅⋅−−+−−⋅⋅⋅−⋅⋅−−⋅−=
+

++

1

1
...

1

1

1

1
1

1111111)1(1)1(

21

2112

1

1

2

k

kkk

kk

rrr

rrrrrrr

( )( ) ( )( ) ,
12

1

1

1
...

1

1

1

1
11111

121

121 �
�

	


�

�

−
+

−
++

−
+

−
+⋅−−⋅⋅⋅−−=

+

+

kk

kk
rrr

rrrr

!�	 � ���
	���	�� �	������. �	��	���� ��� , �	 . 



� #$!�+$*�� '()�&#&��($*�� +($,��* –2014 – ) 4 – *	" II (���&	�	�	- ����	��!����� �����) 

��� ���
� �� ����"����
  ��4����
 33

$����  ��� 	�	'�", !�	 , �  	���	�"

�	��/ "������ ���"��� , �	
����

��	�
�	� �� ����� � "������ I.  

*	��� . 

1���	�������	,  ��� 	�	'���� ������	, �  	��-

!��", !�	  (!���	 "��%���	� �� "����

!���� ���	�	�). 9�"���", !�	 !���	 ���	�	� ���-

�
���
 !���� "��%���	� � ���& ���!�
&: 

�) ��.������� "��%���, �� �	�	�	" ��&	�
��


��� ���	��, ��	"� 	��	�	 (�".  ��"�� 2); 


) "�	'����	 ���	�	� (�	!��) � "��%���	�

( �
"�&) 	
����/� �	��!��/  �	�������/

 �	��	���. 7�	� ���!��, ���
	��� ����������

��
 "���"����	�, ����"	���" � �����/.�" ���-

����.  

2. 
#�(���( ' #(*,�+��( '!#$*#$,� �� �+-

,#0�$��% �� ? �,�%

$	
���" � ����������	"� ���
	����/  �	-

���������
 "��%���	� ��  ������.��	 �������

�.� 	��	 ���	��� � ����/!�" ��,22��������

���!�� ��  ��"��� 2.  

� �+�!# 2. 6/
�� ��� "��%���� 	

�������	

 �������/��
 � 	��	" �� ���	�	�.  

���� 	�	'�", !�	 "� ��&	��"�
 � 	��	��-

�����	 ��
	��%	" �	�	��, � �	�	�	" 	��� ��

"��%���	�  �	&	��� �	��	 !���� ��� ���	��. (�-

 	����
 ,�� ��� ���	��
,  	��!��", !�	 ��'���

"��%���  �	&	��� !���� ��� ���	�� � !���� ��'-

��� ���	�  �	&	�
� ��� "��%����, � ����	 � ���	"

�	�	�� 7 ���	�	� ( 	!�� ��� � �	�	�� ��	������) �

7 ���	
����& "��%���	� (���. 2).  

���. 2 

�	��!���  �	����%�/ �� �	��!��&  �	��-

�����&  �	��	���� –  �	��	��� ���	, �	�	��


�	��	�� �� ��"� (���	�	�) �	!��

� ��"�  �
"�& ("��%���	�) 

���	�� "	'�	  �	��"��	���� !��-

��"� (�������"� ��������& ���	�	�) 	� 1 �	 7, �

��� 	�	'���� ���	�	� �� "��%����& (�	 �� �&

 	�
�	�) �� ����� � ��	�
��& ��
����: 

��0!. 1 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

4 5 6 7 1 2 3 

�	 ,�	� �����!���	� ��
���� ����	 �
�����-

�
, !�	 !���� �/
�� ��� ���	��  �	&	��� ������-

������ "��%��� � !�	 �/
�� ��� "��%����  �-

������/��
 � ����������	" ���	��.  

9�"���", !�	  �	��	��� ���	 �	 ������ �

�����/ ����� ������/. 

� ��(  3. +��
	�	����� &	�
��, �"�/.��

��"� ��"�& 
�����& ������, ��%�� � ��'���

���� ������  ����"��� ������ ���, !�	
� �/
��

��� ��	 ����� ����������� �� ������ ���� � ���-

�	" 	��� � �	���	 	��� ���. �	�"	'�	 �� ,�	? [3, 

�. 70]. 

����"	���" �� ��� �	�	�, � �	�	�	" ����

"��%���,  �	&	�
.�� !���� ���	�, � �

�	�	�	" ",��
 �����	���� ���  ������ ��
 ���	-


����& "��%���	�:  

1) !���� �/
�� ��� ���	��  �	&	��� 	��� �

�	���	 	��� "��%���; 

2) �/
�� ��� "��%����  �������/��
 � 	��	"

�� ���	�	�.  

(���/!�� �� ����"	�����
 ����!�� � �	�	��

	�	
���	�	 ���	�� ��  ��"��� 2,  	��!��" ���-

��/.�� �	"
����	����  ������ ��
 ,�	�	 �	�	��.  

�,+( �)(��( 2. #�'��� "��%���  �	&	���

!���� ���	�, � !���� ��'��� ���	�  �	-

&	��� �	��	 "��%���.  

5�������������. �	��	���� ��.�������

"��%���, �	�	���  �	&	��� !���� ���-

	�, �	 � !���� �/
	� ���	�, �� ��'�.�� ��

��
����	" "��%����,  �	&	�
� "��-

%���	�, �	�	���  �������/� ����	� "��%���

���'� � ���	��.  

�,+( �)(��( 3. � ���	" �	�	�� ��� 	�������


���	�	�, �	�	��� �	������� ����"

'� �	��!����	" ���	
����& "��%��-

�	�.  

5�������������. � ��
����	" �	�	�� ��.�-

������ ���	� � "��%���, �	�	���  �	&	��� !����

�����& ���	�	�. 1���	�������	, � ���	"

�	�	�� �"����
 ���	�	�. 

�	��	���� !���� �/
�� ��� ���	��  �	&	���

������������ "��%���, �	�	��� �	����
�� "�'-

�� �	
	� ���	�, �	 � �	�	�� ����	  �	-

�	'��	 ���	
��-

��& "��%���	�.  
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(� ,��& ���& �����'����� ������� 	 ����-

�����
 ������"	��� "�'�� �	��!����	" ���	�	�

� "��%���	� � �	�	��, � ���'� "�'�� �	��!���-

�	" ���	�	�, !���� �	�	���  �	&	��� 	��� ���	-


����� "��%���, � �	��!����	" "��%���	�,  �	-

&	�
.�& !���� 	��� ���	�.  

�	������� � �	 �	� 	 �	�"	'��& ���!���
& n

��
 �	�	, !�	
�  ���
��� ���	��
 (�	�	��� ��-

��/� �	��!��/  �	�������/  �	��	���

 	�
��� n) �� 	��
����.  

�������
 ����
������" �	 �	�: ��
 ����& ���-

!���� n ��.�������  �	�������
  �	��	��� . 

$	�����	 ��.����	����� �	��!�	�  �	������	�

 �	��	���,  	�
�	� �	�	�	� ���� ��� ���  �	��	�	

!���� [4]. $	�����	 ���'� [5] 	���������  �	�����-

��&  �	��	���� ��
 %��	�	�	 ������ !����: 

���� n ������"	 � 1 ��� 2  	 "	���/ 4, � ���� � ���-

�	'���� ,�	�	 !���� ��  �	���� "�	'����� �����-

!����
 � ��!���	� ��� ��� &	�
 
� 	��	  �	��	�

!���	, ������"	� � 3  	 "	���/ 4, �	 �� ��-

.�������; ���	��, �� ��"��, 

1����������	 ������	 (1989 �.) 
��  	��!�� 	���-

��������� 	���� ��
  [7]. �	 �	� 	��	��-

�����	 	������
 	������". 

3��
	��� ���	
���" 
��
���
  ��� 	�	'���� 	

�	", !�	 ��'��
 �	��!��
  �	�������
  �	��	���

�"���  	�
�	�, ������ ��� ���  �	��	�	 !����.  

��	�������
  �	��	��� &�������������


��	�"�  	� �	��	��
"�, 	 �	�	��& �������	, !�	

���� 
��
���
 �	
������	�  	�  �	��	-

���/ �	��!�	�  �	������	�  �	��	��� , 

�	 ���  [6]. +������������	�

 �	��	��� 
��
���
  	�
�	� "���"����	�  	�-

 �	��	���,  	���	���	� ��
 ���& !�����&���-

%�����	�. 1�.�����/�  �	��������  �	��	���, 

�� �"�/.�� &�������������, � ���  �	��	���

 �	��	�	  	�
��� �"�/� &�������������, �	� �-

��/.�� � ��	  	�
��	".  

3. �(#�(, �� ��!��

��	��������  �	��	��� ���  	�
"�

�����  – ���
	��� ���!����� �	��!���

 �	��	���.  

� ����� ���"�� «�	��!��� ��	"�����»  	
����


� ��!��� ++ ���� � �����
& ������
����, � �	�	��&

 �	�������
 ��	"����
 ���	����� ���  	��" �����

��!��	�  	 "	���/  �	��	�	 !���� p. 3�-

 ��"��, �	��!��
 ���2"����� �	��	�� ��

��"�	�	� 0, 1, 2, � 	 ������ ��	'���
 � �"�	'���


����/��
 �����/.�"� ��
����"�: 

+ 0 1 2  × 0 1 2 

0 0 1 2  0 0 0 0 

1 1 2 0  1 0 1 2 

2 2 0 1  2 0 2 1 

*�
�. 2.  *�
�. 3. 

� ��(  4. 3���� �		������� �	!�� � ������-

��
  �
"�&  �	��	��� .  

�� �%�" "�	'����	 ���& �		��������&

��	��, ���
�� ��	 �� ������:  

#�'��� ����� �	��	�� �� ���& ��	��

� � ������ 	��� �	!�� . 

0���	��!�	 	��	�	���"� ��	���"�

�������
 � ��'��
  �
"�
, �  �	&	'-

�����  �
"	� !���� �	!�� �������
 �		��	%���-

�"  

*��, ��  �
"	� ��'�� �	!��

� ��� ���

*���" 	
���	",  	��!��" ��� 13  �
"�&, ��

��'�	� �� �	�	��& ��'��  	 4 �	!��.  

�  �	������	�  �	��	��� �����

� ��������� ��	��"� $������ � ��  �. ("���

"���	 � 	
����	� �����'�����: ������	�� �	��!-

��
  �	�������
  �	��	���  	�
��� n ��	"	�2��

 �	��	��� ���  	��" ����� .  

����!������	� 	�	
���	���/ ������	�	�  �	��	-

��� 
��
���
 �	, !�	  	 ��	��"� 9������ 	��

	
������ �	����������  	�
��� , �����-

!���	� �� �	!��& �  �
"�& (�".[6]). 7�	� ���������

���� �	�"	'�	���  ���������� �� ������	-
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9���� "�	'����	  �
"�&  – 13 !���-

��&���%�����	�,  	��!����& ���.����"

�	���� ������ 	���'�	��� �� ����

, ��� .  

(������ ���%��  	��!���	�	 !�����&���-

%������ "	��� 
��� ��/!	" �  	���	���/, ���

�  �	��	��� ���	, �����!���	� ��
����: 

!�� . 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 

10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
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���	�	� , !���� �	�	��� 	��  �	-

&	�
�:  

��0!. 5. 

01 02 03 04 05 06 07 08 09 010 011 012 013 

l1 * *  *      *    

l2  * *  *      *   

l3   * *  *      *  

l4    * *  *      * 

l5 *    * *  *      

l6  *    * *  *     

l7   *    * *  *    

l8    *    * *  *   

l9     *    * *  *  

l10      *    * *  * 

l11 *      *    * *  

l12  *      *    * * 

l13 *  *      *    * 

� 1943 �	���. +	��	" [5] 
��  ����	'�� ����
-

���!����� "��	� ������	����
  �	�������&  �	�-

�	����. ��  	�����, !�	 ��� ��'��" ������	" "	'-

�	  	���	���  �	�������/  �	��	��� � !�	 �������

�  �	������	�  �	��	��� � 	�
�	!���	� !�������

�	!�� 	
.��	  	�	'���
 	 �����
�� ������, �		�-

����������/.�� �����/  �	��	���.  
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