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Геометрические следствия приблизительности вычислений  

с помощью интерактивных математических сред 

Статья посвящена исследованию свойств интерактивных математических сред и пониманию разнотипных эффектов их 

применения в преподавании математики и в ее изучении. Вводится термин «интерактивная математическая среда», который, 

по мнению авторов, целесообразно использовать вместо терминов «интерактивная геометрическая среда» или «система 

динамической геометрии». Систематически изучаются свойства инструментов интерактивной математической среды 

GeoGebra. Обнаружено, что показания разных инструментов могут противоречить друг другу, что один инструмент может 

давать противоречащие действительности показания, что «существуют» нереальные объекты типа отрезка без середины, 

треугольника без центроида, параллелограмма без центра симметрии. Обнаружено, что показания инструментов дают 

«информацию» (ложную!) о нарушении аддитивности длины отрезка, площади фигуры, меры угла. Тем самым выявлен 

глобальный парадокс: для каждого позитивного эксперимента, выполненного с целью получения формулировки той или 

иной теоремы школьного курса геометрии, существует негативный эксперимент, опровергающий справедливость этой 

формулировки. Выявлена причина парадоксальных показаний – приблизительность вычислений. Предложен подход к 

применению интерактивных математических сред, который позволит снять противоречия в показаниях инструментов и 

использовать парадоксальные показания инструментов для предупреждения известного негативного явления – 

экспериментально-теоретического разрыва. 

Ключевые слова: интерактивная математическая среда, парадоксальные показания инструментов, приблизительность 

вычислений, экспериментально-теоретический разрыв.  

THEORY AND METHODOLOGY OF PROFESSIONAL EDUCATION 

A. V. Yastrebov, N. N. Novoselova 

Geometrical Consequences of Approximate Calculations  

by Means of Interactive Mathematical Software 

The article is devoted to research properties of interactive mathematical softwares and understanding of polytypic effects of their 

use in teaching Mathematics and in its studying. The term «interactive mathematical software» is introduced, which, according to the 

authors’ opinion, should be used instead of the terms «interactive geometrical software» or «dynamical geometry software». 

Properties of instruments of the interactive mathematical GeoGebra software are systematically studied. It is revealed that indications 

of different instruments can contradict one another, that one instrument can give the evidences contradicting reality that there «are» 

unreal objects like a piece without the middle, a triangle without centroid, a parallelogram without the centre of symmetry. It is 

revealed that indications of instruments give «information» ( false!) about violation of additiveness of the length of the piece, the area 

of the figure, corner measure. Thereby the global paradox is revealed: for each positive experiment, done with the purpose to obtain 

the formulation of this or that theorem of the school course of Geometry, there is a negative experiment disproving justice of this 

formulation. The reason of paradoxical reading – approximateness of calculations is established. An approach is offered to use 

interactive mathematical softwares which will allow removing contradictions in readings of instruments and to use paradoxical 

readings of instruments to prevent the known negative phenomenon – experimental-theoretical gap. 

Keywords: interactive mathematical software, paradoxical readings of instruments, approximateness of calculations, 

experimental-theoretical gap. 

 

1. Постановка задачи 

Прежде всего поясним непривычный термин 

«интерактивная математическая среда». Об ис-

пользовании компьютеров в преподавании нача-

ли говорить в 60-е гг. прошлого века, а с середи-

ны 80-х гг. начали активно создаваться соответ-
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ствующие программные продукты: Cabri 

Géomètre, The Geometer’s Sketchpad (или «Живая 

математика»), Eukleides, GeoNext, GRACE, Croc-

odile Mathematics, Kig, Cindirella’s Café, GeoGe-

bra, «1С: Математический Конструктор» и т. д. 

Даже из названий видно, что многие из них пер-

воначально были ориентированы на геометрию. 

При этом для качественных характеристик этих 

продуктов использовались разные термины. Если 

главным свойством продукта считалось его взаи-

модействие с пользователем, то продукт характе-

ризовался как «интерактивная геометрическая 

среда». Если во главу угла ставилось построение 

динамических чертежей, то продукт характери-

зовался как «система динамической геометрии». 

Постепенно возможности программных продук-

тов расширялись. Продукты «научились» произ-

водить вычисления, решать уравнения, строить и 

исследовать графики функций, вычислять веро-

ятности, находить статистические характеристи-

ки распределений, применять статистические 

критерии и проч. Речь, таким образом, стала идти 

уже не только и не столько о геометрии, сколько 

о математике вообще. Именно поэтому в рамках 

данной статьи мы будем использовать термин 

«интерактивная математическая среда» (сокра-

щенно ИМС).  

Перейдем теперь к педагогической стороне 

вопроса. Очевидно, что преподаватель вуза воз-

действует на студентов: формирует их знания, 

ценности, научное мировоззрение, отношение к 

профессии и многое другое. Для того чтобы воз-

действие преподавателя носило позитивный ха-

рактер и было высокоэффективным, он должен 

знать свойства тех средств, с помощью которых 

оно осуществляется. Он должен знать сильные и 

слабые стороны рекомендуемых книг, достоин-

ства и недостатки своих лекций, свойства ис-

пользуемых инструментов. В частности, он дол-

жен знать свойства ИМС, используемых в препо-

давании. А вот с этим дело обстоит не столь уж 

хорошо, потому что ИМС – относительно недав-

нее и малоисследованное изобретение. Доста-

точно сказать, что в математическом образовании 

школьников многих стран образовался так назы-

ваемый экспериментально-теоретический раз-

рыв, о чем свидетельствует ряд публикаций [4]. 

Его основное проявление состоит в том, что у 

школьников резко падает мотивация к проведе-

нию дедуктивных доказательств, что влечет за 

собой целый ряд негативных следствий: умень-

шение способности к дедуктивным рассуждени-

ям, падение интереса к теоретическому поиску, 

трудность или даже невозможность постановки 

новых задач путем логического преобразования 

решенной задачи и т. д. Феномен эксперимен-

тально-теоретического разрыва – это пятно на 

репутации педагогического сообщества, по-

скольку он происходит от недостаточно проду-

манного использования ИМС. С этической точки 

зрения очевидно, что если один человек воздей-

ствует на другого, то он должен знать свойства 

инструментов воздействия, и при этом совер-

шенно неважно, будет ли это физик со своим по-

лигоном, хирург со своей операционной или 

преподаватель математики со своей ИМС. Насто-

ящая статья посвящена исследованию свойств 

ИМС и пониманию разнотипных эффектов их 

применения в преподавании математики. 

Очевидно, что экспериментатор – физик, хи-

мик, биолог и проч. – должен знать свойства тех 

инструментов, которые он использует в своих 

экспериментах. Нужно знать и пределы измере-

ний, и погрешность измерений, и участок линей-

ности характеристики прибора, и многое другое. 

Кроме того, экспериментаторам хорошо извест-

но, что инструмент влияет на свойства изучаемо-

го объекта, причем как на макро-, так и на мик-

роуровне. При этом совершенно не важно, будет 

ли физик с амперметром экспериментировать с 

электричеством, агроном с удобрениями экспе-

риментировать с почвой или школьник с ИМС 

экспериментировать с математическими объек-

тами. Настоящая статья посвящена исследова-

нию свойств ИМС и пониманию разнотипных 

эффектов их применения в изучении математики. 

В данной статье мы сосредоточимся на свой-

стве ИМС, которое выражено в заголовке, на 

приблизительности вычислений. В качестве 

примера будет рассмотрена среда GeoGebra, ко-

торая весьма популярна в нашей стране. Причина 

популярности в том, что этот продукт на русском 

языке имеется в свободном доступе и обладает 

весьма высоким качеством. Кроме того, накоплен 

большой опыт его использования в обучении 

студентов и школьников, поскольку он находится 

в обращении с 2002 г.  

2. GeoGebra как ансамбль инструментов 

Школьник «докомпьютерных» времен экспе-

риментировал на стандартных листах бумаги с 

тремя инструментами: циркулем, линейкой и 
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карандашом. При этом свойства инструментов 

были весьма немногочисленны и настолько про-

сты, что не требовали для их изучения дополни-

тельного времени. Очевидно, что размеры бумаги, 

длина линейки и величина циркуля не позволяли 

построить отрезок большой длины (например, 1 

м) или провести окружность большого радиуса 

(например, 2 м). Кроме того, при измерении длин 

отрезков невозможно было надеяться на высокую 

точность, поскольку человеческий глаз не может 

дать разрешение менее 0,25 мм. Очевидно, нако-

нец, что толщина линий зависела от свойств ка-

рандаша. Если карандаш представлял собой гри-

фель в деревянной оболочке, то толщина линии 

обязательно была переменной в силу физических 

свойств рисования. Если использовался автомати-

ческий карандаш, то толщина линии была посто-

янна и равна толщине грифеля, которая, согласно 

стандартам, равнялась либо 0,5 мм, либо 0,7 мм. 

Попытка отметить на отрезке какую-либо инди-

видуальную точку приводила к необходимости 

рисовать закрашенный кружочек, радиус которого 

был чуть больше, чем толщина линии.  

Парадоксально, но с помощью несовершенных 

реальных инструментов приходилось формиро-

вать представления об идеальных геометрических 

объектах, например о бесконечно длинной пря-

мой, состоящей из исчезающе малых точек. Еще 

более парадоксально, что эта задача разрешима, 

пусть и с некоторыми оговорками, о чем свиде-

тельствует тысячелетний опыт преподавания ма-

тематики.  

При переходе к экспериментированию с помо-

щью ИМС GeoGebra ситуация меняется довольно 

сильно. Прежде всего, резко возрастает количе-

ство инструментов, с помощью которых возмож-

на организация экспериментов. Так, в горизон-

тальном меню присутствует 12 иконок, за каждой 

из которых скрывается несколько конкретных ин-

струментов. В результате общее количество ин-

струментов, которыми может воспользоваться 

школьник, равняется 71, что в десятки раз превы-

шает «докомпьютерные» возможности. Кроме то-

го, появляется возможность строить «большие» 

объекты. Например, можно построить отрезок 

длиной 10 м с помощью инструмента «Отрезок с 

фиксированной длинной» и просмотреть его по 

частям с помощью инструмента «Переместить 

чертеж». Наконец, GeoGebra дает возможность 

производить вычисления с огромной точностью. 

Настройки по умолчанию предполагают, что дли-

ны отрезков выражаются в сантиметрах и могут 

быть найдены с точностью до 2-х десятичных 

разрядов. При этом предусмотрена возможность 

изменять количество разрядов и находить длины с 

точностью до 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10 и 15 разрядов.  

Для учителя очевидно, что GeoGebra представ-

ляет собой Ансамбль Инструментов (АИ), с по-

мощью которых можно добиваться разнообразных 

педагогических целей. Однако даже если читатель 

не знаком ни с какими ИМС, содержание преды-

дущего абзаца означает, что главная характери-

стика описываемого продукта заключена в слове 

«среда». Для школьника, например, это действи-

тельно среда обитания, «населенная» многочис-

ленными разнотипными инструментами, многие 

из которых имеют индивидуальные настройки. 

Для учителя очевидно, а хороший учащийся дога-

дывается или чувствует, что многое нуждается в 

изучении: каждый отдельный инструмент, взаи-

модействие пар (или даже групп) инструментов, 

сопоставление показаний инструментов с извест-

ными математическими фактами. При этом зара-

нее нельзя гарантировать, что такое изучение не 

выявит каких-либо обстоятельств, которые будут 

столь же неприятны, как кривизна пластмассовой 

линейки или толстая линия грифельного каран-

даша.  

Последнее пессимистическое замечание всту-

пает в определенное противоречие с опытом ис-

пользования ИМС. Действительно, цель их со-

здания состояла в том, чтобы ввести в процесс 

обучения геометрии возможность постановки 

математических экспериментов, с помощью ко-

торых школьники обучались бы формулировке 

гипотез о свойствах геометрических фигур и их 

последующей проверке. Эта цель была с блеском 

достигнута, о чем свидетельствуют результаты 

многочисленных исследований, проводимых 

учеными разных стран, например В. И. Рыжиком 

[2], М. В. Шабановой [3], Th. Gawlick [6], 

C. Laborde [7], A. Mariotti [8] и многими другими. 

Тем не менее в рамках данной статьи мы сосре-

доточимся на выявлении странных, необычных, 

дисгармоничных, парадоксальных свойств АИ 

GeoGebra. Цель такого сосредоточения вполне 

позитивна, поскольку состоит в том, чтобы ис-

пользовать парадоксальные показания инстру-

ментов для профилактики экспериментально-

теоретического разрыва. 
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3. Внутренние и внешние конфликты ИМС 

Искомые свойства ИМС могут быть выявлены 

пользователями в процессе выполнения ряда за-

даний. Они разбиваются на несколько групп, 

смысл которых будет выявлен по мере их воз-

никновения.  

Примем следующее терминологическое со-

глашение. Словосочетание «стандартная 

настройка» будет означать, что длины отрезков 

находятся с точностью до 2-х разрядов, а слово-

сочетание «тонкая настройка» – до 15-ти разря-

дов.  

Парадоксальные показания некоторых ин-

струментов 

Задание 1. Постройте произвольный отрезок 

 (инструмент «Отрезок»). Отметьте на отрезке 

точку  (инструмент «Точка на объекте»). 

Найдите длины отрезков  с помощью 

инструмента «Расстояние или длина» и проком-

ментируйте полученные результаты. 

Обсуждение. Варьируя точки  или  с по-

мощью инструмента «Перемещать», нетрудно 

получить результаты двух типов:  

или . В первом случае мы получаем, 

что , а во втором – что 

 (рис. 1).  

Парадокс: инструмент «Расстояние или дли-

на» показывает, что существуют отрезки, для 

которых свойство аддитивности длины не вы-

полняется.  

Авторам известно, что некоторые пользовате-

ли испытывают трудности в получении парадок-

сальных результатов описанного типа. Скриншот 

на рисунке 1 приведен в качестве доказательства 

того, что парадоксальные результаты имеют ме-

сто. Авторы располагают полным набором 

скриншотов с парадоксальными результатами. В 

рамках данной статьи мы приведем три из них. 

 

 

Рисунок 1 
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Задание 2. Постройте лучи  и , а 

также луч , лежащий внутри  (инстру-

мент «Луч»). Найдите меры углов ,  и 

 с помощью инструмента «Угол» и проком-

ментируйте полученные результаты. 

Обсуждение. Варьируя точки  или  с 

помощью инструмента «Перемещать», нетрудно 

получить результаты двух типов:  

или . В первом случае мы полу-

чаем, что , а во втором – 

что . 

Парадокс: инструмент «Угол» показывает, 

что существуют углы, для которых свойство 

аддитивности меры угла не выполняется. 

Задание 3. Постройте  (инструмент 

«Многоугольник»). На стороне  отметьте точ-

ку  (инструмент «Точка на объекте»). Построй-

те треугольники  и  (вновь инструмент 

«Многоугольник»). Найдите площади всех трех 

треугольников с помощью инструмента «Пло-

щадь» и прокомментируйте полученные резуль-

таты. 

Обсуждение. Варьируя точки  или  с 

помощью инструмента «Перемещать», нетрудно 

получить результаты двух типов:  

или . В первом случае мы получа-

ем, что , а во втором – что 

. 

Парадокс: инструмент «Площадь» показыва-

ет, что существуют треугольники, для которых 

свойство аддитивности площади не выполняет-

ся. 

Итак, эксперименты с инструментами «Рас-

стояние или длина», «Угол» и «Площадь» пока-

зывают, что якобы существуют объекты, для ко-

торых нарушаются фундаментальные свойства 

геометрических фигур. Для учителя важно, что 

эксперимент с ИМС на уроке не может быть пу-

щен на самотек, иначе могут получиться резуль-

таты, противоречащие тем фактам, которые сле-

дует усвоить. Для ученика важно, что любые, 

самые простые эксперименты нуждаются в тео-

ретическом осмыслении. Для обоих эксперимен-

таторов, учителя и ученика, важно понять, что 

происходит при возникновении парадоксальных 

результатов: обнаружение неожиданных геомет-

рических свойств, сбои в работе инструмента 

или что-то еще. 

Вышеописанные парадоксальные результаты 

выявляют конфликты между АИ GeoGebra и ма-

тематическими теоремами/аксиомами. Они яв-

ляются внешними по отношению к GeoGebra. 

Рассмотрим теперь конфликты другого типа, а 

именно конфликты между двумя инструментами, 

которые естественно трактовать как внутренние 

конфликты АИ GeoGebra. 

Конфликты инструментов. Когда два субъ-

екта противоборствуют в суде, используется 

юридический термин versus – против, сокращен-

но vs. Так, выражение Brown vs the United States 

означает дело «Браун против Соединенных Шта-

тов» (пример заимствован их электронного сло-

варя ABBYY Lingvo x5). В соответствии с этой 

традицией мы будем описывать конфликты ин-

струментов. 

Задание 4 («Расстояние или длина» vs «От-

ношение объектов»). Найдите расстояние между 

точками  и  и 

определите, совпадают ли они. 

Обсуждение. Выбрав инструмент «Расстоя-

ние или длина» и нажав на обозначения точек на 

панели объектов, мы найдем, что 

. Это озна-

чает, что точки  и  не совпадают между собой. 

Если же выбрать инструмент «Отношение объек-

тов» и применить его к точкам  и , то получим 

такой ответ: «  и  идентичны (численное сов-

падение)» (рис. 2). 

Парадокс: два разных инструмента АИ Geo-

Gebra дают разные ответы на один и тот же 

вопрос. 
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Рисунок 2 

 

Результаты выполнения задания 4 позволяют 

понять, что делает АИ GeoGebra: измеряет рас-

стояния или вычисляет их. Дело в том, что рас-

стояние  примерно в 1000 раз меньше, 

чем размеры атомного ядра! В настоящее время 

не существует инструментов для непосредствен-

ного измерения таких расстояний, и в обозримом 

будущем такие инструменты не появятся. Следо-

вательно, школьник может почти самостоятельно 

прийти к выводу, известному специалистам: при 

определении расстояний АИ GeoGebra вычисля-

ет расстояния, исходя при этом из некоторых 

данных. Как только в рассуждениях появляется 

слово «вычисляет», сразу возникают вопросы о 

том, с какой точностью производятся вычисле-

ния, как изменятся результаты при изменении 

точности и т. п. В частности, мы будем занимать-

ся влиянием точности вычислений на геометри-

ческую трактовку результатов экспериментов.  

Парадоксальные результаты работы инстру-

мента «Расстояние или длина» (задание 1) позво-

ляют предположить, что он может вступить в 

конфликт с инструментом «Середина или центр». 

Для выяснения справедливости или несправед-

ливости нашего предположения выполним сле-

дующее задание.  

Задание 5 («Расстояние или длина» vs «Сере-

дина или центр»). Постройте отрезок . С по-

мощью инструмента «Середина или центр» 

найдите его середину . С помощью инструмен-

та «Расстояние или длина» определите длины 

отрезков  и  и прокомментируйте полу-

ченные результаты. 

Обсуждение. Варьируя точки  или  с по-

мощью инструмента «Перемещать», нетрудно 

получить результаты двух типов:  

или . В первом случае мы получаем, 

что точка  равноудалена от концов отрезка, по-

этому она действительно является его серединой. 

Во втором случае отрезок  «слишком короток» 



Ярославский педагогический вестник – 2015 – № 4 

Геометрические следствия приблизительности вычислений  

с помощью интерактивных математических сред 

67 

для того, чтобы точка, удаленная от его концов на 

4,3 см, была его серединой.  

Все предыдущие примеры использовали стан-

дартную настройку округления. Если же приме-

нить тонкую настройку, то можно получить, что 

середина отрезка, определяемая с помощью ин-

струмента «Середина или центр», не является 

равноудаленной от концов отрезка. Так, авторы 

получили следующий результат: 

. Здесь жирным 

шрифтом выделены те разряды двух чисел, для 

которых имеет место различие. (В дальнейшем 

будем выделять жирным шрифтом те разряды 

чисел, которые придают парадоксальность гео-

метрическим результатам экспериментов.) 

Парадокс: точка, являющаяся серединой с 

точки зрения одного инструмента, может не 

быть серединой с точки зрения другого инстру-

мента.  

Парадоксальные результаты работы инстру-

мента «Угол» (задание 2) позволяют предполо-

жить, что он может вступить в конфликт с ин-

струментом «Биссектриса». Для выяснения спра-

ведливости или несправедливости нашего пред-

положения выполним следующее задание.  

Задание 6 («Угол» vs «Биссектриса»). По-

стройте лучи и . С помощью инстру-

мента «Биссектриса» проведите биссектрису угла 

 и обозначьте ее . С помощью инстру-

мента «Угол» найдите величины  и 

 и прокомментируйте полученные результа-

ты. 

Обсуждение. Варьируя точки  или  с по-

мощью инструмента «Перемещать», нетрудно 

получить результаты двух типов:  

или . В первом случае мы полу-

чаем, что луч  образует равные углы со сто-

ронами  и является его биссектрисой. Во 

втором случае раствор угла  «слишком мал» 

для того, чтобы луч  мог служить его бис-

сектрисой.  

При тонкой настройке округления нетрудно 

получить разные значения углов  и . 

Парадокс: луч, являющийся биссектрисой с 

точки зрения одного инструмента, может не 

быть биссектрисой с точки зрения другого ин-

струмента.  

Задание 7 («Расстояние или длина» vs «Пра-

вильный многоугольник»). Постройте равносто-

ронний треугольник с помощью инструмента 

«Правильный многоугольник». Найдите длины 

сторон с помощью инструмента «Расстояние или 

длина». Прокомментируйте полученные резуль-

таты.  

Обсуждение. При стандартной настройке 

округления получим ожидаемый результат: все 

стороны имеют одинаковую длину. Однако при 

тонкой настройке нетрудно получить странный 

результат: . 

Парадокс: существуют треугольники, кото-

рые являются равносторонними с точки зрения 

одного инструмента и не являются таковыми с 

точки зрения другого инструмента.  

Задание 8 («Расстояние или длина» vs 

«Окружность по центру и радиусу»). С помощью 

инструмента «Окружность по центру и радиусу» 

постройте окружность с центром в точке  ради-

уса, например, 4. Постройте точку  на окружно-

сти (инструмент «Точка на объекте»). С помо-

щью инструмента «Расстояние или длина» 

найдите расстояние . Двигая точку  по 

окружности (инструмент «Перемещать»), про-

следите, меняется ли расстояние . Проком-

ментируйте полученный результат.  

Обсуждение. При стандартной настройке 

расстояние  всегда постоянно и равно 4. Од-

нако при тонкой настройке (и медленном движе-

нии точки) удается найти такие положения, при 

которых  или 

. 

Парадокс: точка , которая по построению 
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обязана оставаться на окружности, может 

приближаться к центру или удаляться от него. 

Задание 9 («Расстояние или длина» vs «От-

ражение относительно точки»). Постройте точки 

 и . С помощью инструмента «Отражение от-

носительно точки» отразите точку  относитель-

но центра , обозначив искомый образ через . 

С помощью инструмента «Расстояние или дли-

на» найдите расстояния  и . Прокоммен-

тируйте полученный результат.  

Обсуждение. При стандартной настройке все-

гда получаем ожидаемый результат . 

Однако при тонкой настройке результаты могут 

оказаться неожиданными, например, такими: 

.  

Парадокс: при центральной симметрии точ-

ка и ее образ могут находиться на разном рас-

стоянии от центра.  

Разумеется, список «конфликтующих» пар 

инструментов далеко не исчерпан, и мы предо-

ставляем читателю возможность поискать другие 

пары, подобно тому как мы делали это выше. 

Перейдем теперь к описанию противоречий 

между показаниями АИ GeoGebra и известными 

теоремами школьного курса математики.  

«Опровержение» известных теорем. В 

учебно-методическом пособии Е. В. Потоскуева, 

посвященном геометрической подготовке учите-

ля математики, содержится раздел «Рабочие тео-

ремы планиметрии» [1, с. 369–376]. В нем собра-

ны 50 теорем, которые, по мнению автора, 

наиболее часто используются при решении задач. 

Естественно, что первичное изучение всех их 

или многих из них могло бы использовать ИМС. 

Покажем, что эксперименты с АИ GeoGebra мо-

гут приводить к «опровержению» известных тео-

рем. Разумеется, мы не будем проверять все 50 

теорем, хотя это вполне возможно. Для примера 

выберем три из них, относящиеся к важным 

плоским фигурам – окружности, треугольнику и 

параллелограмму. 

Задание 10. Постройте окружность по ее цен-

тру  и точке  на ней. Постройте точки  и  на 

окружности. Измерьте углы  и  с по-

мощью инструмента «Угол» и прокомментируйте 

полученный результат. 

Обсуждение. Варьируя точки  или  с по-

мощью инструмента «Перемещать», нетрудно 

получить результаты двух типов:  

или . В первом случае мы полу-

чаем ожидаемый результат: вписанный угол 

вдвое меньше центрального угла, опирающегося 

на ту же дугу. Во втором случае это неверно.  

Парадокс: отношение мер центрального и 

вписанного угла не является постоянным. 

Задание 11. Постройте треугольник и прове-

дите биссектрисы его углов. Каково взаимное 

расположение биссектрис?  

Обсуждение. Очевидно, что биссектрисы пе-

ресекаются в одной точке, и это свойство сохра-

няется при любой вариации вершин треугольни-

ка. В попытке «разрушить» эту очевидность 

найдем точки ,  и , являющиеся попарными 

пересечениями биссектрис. При стандартной 

настройке, а также при почти всех других 

настройках одноименные координаты точек оди-

наковы, то есть , а значит, биссектрисы 

действительно пересекаются в одной точке. 

Только при тонкой настройке мы можем полу-

чить парадоксальный результат следующего ти-

па:  

Последние цифры в записи абсцисс означают, 

что  и , а последние цифры в записи 

ординат точек  и  означают, что . Окон-

чательно получаем, что точки ,  и  попарно 

не равны (рис. 3).  

Парадокс: существуют треугольники, у ко-

торых биссектрисы не пересекаются в одной 

точке.  



Ярославский педагогический вестник – 2015 – № 4 

Геометрические следствия приблизительности вычислений  

с помощью интерактивных математических сред 
69 

 

Рисунок 3 

 

Задание 12. Постройте параллелограмм, про-

ведите его диагонали и найдите их середины. 

Прокомментируйте полученный результат. 

Обсуждение. Если работать без панели объ-

ектов, то очевидно, что обе середины совпадают. 

Тем самым мы получаем красивый результат: 

точка пересечения диагоналей параллелограмма 

делит каждую из них пополам, откуда мгновенно 

получается, что параллелограмм является цен-

трально-симметричной фигурой и что его проти-

воположные стороны попарно равны. Для про-

верки чисто визуальных наблюдений найдем се-

редины диагоналей  и  и отобразим их на па-

нели объектов. При стандартной настройке, а 

также при почти всех других настройках, одно-

именные координаты точек одинаковы, то есть 

, а значит, первоначальное наблюдение ока-

зывается верным. Только при тонкой настройке 

мы можем получить парадоксальный результат 

следующего типа: 

. Отсюда следует, 

что . 

Парадокс: существуют параллелограммы, не 

имеющие центра симметрии.  

Очевидно, что парадоксы, обнаруженные при 

выполнении заданий 10–12, выявляют конфлик-

ты, внешние по отношению к АИ GeoGebra.  

Отступим от основной линии нашего изложе-

ния и отметим еще один конфликт, который от-

носится не столько к математическому экспери-

ментированию, сколько к отступлению от мате-

матических традиций. 

Конфликт интерфейса и математических 

традиций. Хорошо известно, что задачи на по-

строение циркулем и линейкой занимают доста-

точно важное место в курсе геометрии. Для этого 

существует несколько причин. Во-первых, такие 

задачи приобщают школьников к достаточно 

изощренной логике. Действительно, в процессе 

решения задачи учащемуся придется ответить на 

ряд вопросов.  

− Разрешима ли задача? Более точно, каковы 

дополнительные условия, необходимые и доста-

точные для разрешимости данной задачи?  

− Если задача разрешима, то сколько решений 

она имеет?  

− Каков алгоритм построения искомой гео-

метрической фигуры?  

Во-вторых, выявляется неочевидное для уча-

щихся обстоятельство: сходство геометрической 

задачи на построение и алгебраической задачи по 

решению уравнения. Действительно, в процессе 
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изучения уравнения  учащиеся обяза-

тельно отвечают на ряд вопросов, весьма сход-

ных с вопросами предыдущего списка: 

1. Каков критерий разрешимости уравнения 

данного типа?  

2. Если уравнение разрешимо, то каков крите-

рий единственности решения? 

3. Если уравнение разрешимо, то по каким 

формулам можно получить список решений (ко-

нечное множество решений) или описание мно-

жества решений (бесконечное множество реше-

ний)? 

По этой схеме изучаются линейные уравне-

ния, уравнения вида 0 bax  (это не одно и 

то же), квадратные уравнения, тригонометриче-

ские уравнения, системы линейных уравнений и 

т. д. Интересно, что изучение дифференциальных 

уравнений, в частности, задачи Коши, следует 

той же логике, пусть и с некоторыми модифика-

циями.  

Таким образом, задачи на построение цирку-

лем и линейкой, при всей своей специфике, при-

общают школьников к математической культуре. 

Элементом этой культуры являются «запрети-

тельные» теоремы. Например, известно, что с 

помощью циркуля и линейки можно построить 

равносторонний треугольник, квадрат, правиль-

ный пятиугольник, правильный шестиугольник, 

однако нельзя построить правильный семи-

угольник. Именно наличие этого философского 

аспекта позволяет В. А. Успенскому утверждать, 

что «задачи на построение должны занимать до-

стойное место в школьном курсе геометрии» [5, 

с. 108].  

На этом фоне странным выглядит инструмент 

«Правильный многоугольник» АИ GeoGebra, ко-

торый предлагает построить правильный много-

угольник, указав одну его сторону и число вер-

шин. В частности, этот инструмент предлагает 

построить правильный семиугольник! Неопыт-

ный пользователь, каковым является школьник, 

может приобрести иллюзию, что такое построе-

ние может быть реализовано с помощью циркуля 

и линейки. К счастью, от этой иллюзии можно 

избавиться, измерив длины сторон (см. задание 

7). По-видимому, разработчикам интерфейса сле-

довало назвать инструмент иначе, включив в 

название указание на приблизительность постро-

ения. 

Вернемся к основной линии нашего изложе-

ния. Парадоксальные результаты, полученные в 

процессе выполнения заданий 1–12, хорошо ил-

люстрируют некий 

ГЛОБАЛЬНЫЙ ПАРАДОКС: для каждого по-

зитивного эксперимента, выполненного с целью 

получения формулировки той или иной теоремы 

школьного курса геометрии, существует нега-

тивный эксперимент, опровергающий справед-

ливость этой формулировки. 

На первый взгляд, наличие глобального пара-

докса бросает тень на ИМС. К счастью, это не 

так. Ниже мы покажем, что именно наличие это-

го парадокса может быть использовано для про-

филактики экспериментально-теоретического 

разрыва.  

4. Эксперимент как профилактика экспе-

риментально-теоретического разрыва 

В настоящее время ИМС легко доступны для 

каждой школы и каждого учителя. К счастью, 

отсутствуют прямые приказы об их применении. 

В этих условиях для учителя становится важным 

вопрос об отношении к ИМС, о выборе той ли 

иной стратегии их использования (или неисполь-

зования). Перечислим некоторые из возможных 

стратегий.  

1. Первая из возможных стратегий состоит в 

отказе от ИМС или в очень ограниченном их ис-

пользовании, строго дозированном и обуслов-

ленном теми или иными конкретными причина-

ми. Условно назовем такую стратегию консерва-

тивной. 

При всей кажущейся неестественности кон-

сервативной стратегии она имеет под собой серь-

езные основания и, следовательно, право на су-

ществование. Прежде всего, следует помнить, 

что основной массив геометрических знаний 

сложился в те времена, когда компьютеры еще не 

были изобретены. В настоящее время этот мас-

сив продолжает интенсивно пополняться из раз-

ных источников, в частности из тех, которые не 

имеют отношения к вычислительной технике. 

Кроме того, именно благодаря «безкомпьютер-

ному» изучению математики все население при-

общилось к достаточно изощренной логике, а 

также приобрело первоначальный опыт доказа-

тельных рассуждений и полноценной аргумента-

ции, которые так нужны в сложной социальной 

среде любому человеку независимо от его про-

фессии. Наконец, следует помнить, что устойчи-

вость сложных систем пропорциональна их по-

лиморфизму. Например, современное супертех-

нологичное общество имеет с первобытным по 

крайней мере две общие черты: основным источ-

ником энергии является сжигание продуктов ор-

ганического происхождения, а важным источни-

ком пищи – рыболовство, древнее апробирован-



Ярославский педагогический вестник – 2015 – № 4 

Геометрические следствия приблизительности вычислений  

с помощью интерактивных математических сред 

71 

ное занятие. Естественно предположить, что в 

будущем традиционный способ изучения мате-

матики будет иметь свою собственную нишу в 

системе образования.  

2. Вторая из возможных стратегий состоит 

том, чтобы во главу угла поставить позитивные 

компьютерные эксперименты, благодаря которым 

школьники будут обучаться формулировке гипо-

тез о свойствах геометрических фигур. При этом 

визуальная убедительность экспериментов счи-

тается достаточным обоснованием истинности 

гипотез, а дедуктивные обоснования предостав-

ляются особо талантливым, любознательным, 

заинтересованным детям. Условно назовем та-

кую стратегию инновационно-пассивной. 

По мнению авторов, иновационно-пассивная 

стратегия не только неэффективна, но и просто 

вредна. Дело в том, что она полностью лишает 

учащихся культуры дедуктивных рассуждений. 

Трудно даже представить себе тот вред, который 

может нанести обществу массированное и/или 

длительное применение такой стратегии. К сча-

стью, инновационно-пассивная стратегия не 

приобрела сколько-нибудь широкого распростра-

нения, хотя доводы в ее пользу не раз звучали в 

научных дискуссиях.  

3. Третья стратегия также делает акцент на 

позитивные компьютерные эксперименты с по-

следующим обязательным дедуктивным обосно-

ванием выдвинутых гипотез. Условно назовем 

такую стратегию инновационно-активной. 

По мнению авторов, именно инновационно-

активная стратегия используется в настоящее 

время той частью педагогического сообщества, 

которая применяет в обучении компьютерные 

эксперименты. С этической и эмоциональной 

точек зрения такая стратегия выглядит весьма 

привлекательной. Повторимся: она приносит 

вполне ощутимые положительные результаты. К 

сожалению, практически неизбежным следстви-

ем такой стратегии является вышеупомянутый 

экспериментально-теоретический разрыв. Дело в 

том, что визуальная убедительность позитивных 

компьютерных экспериментов весьма высока, в 

силу чего исчезает мотивация для дедуктивных 

обоснований их результатов. Добавим к этому 

что дедуктивные доказательства сами по себе 

могут оказаться достаточно сложными и трудо-

емкими, что еще больше снижает потребность в 

обосновании тех утверждений, которые и без то-

го кажутся очевидными.  

Прежде чем описывать четвертую стратегию, 

остановимся на одном из свойств чертежей ан-

тичных математиков. По мнению авторов, черте-

жи античных математиков побуждали их созда-

телей к дальнейшим исследованиям, и это сти-

мулирующее воздействие было достаточно мощ-

ным. Действительно, чертежи выполнялись в 

лучшем случае на папирусе, то есть на не очень 

ровном шероховатом материале небольшого раз-

мера. Они выполнялись с помощью заточенного 

стебля тростника, вследствие чего линии имели 

достаточно большую толщину. В результате чер-

теж имел противоречащие друг другу свойства: с 

одной стороны, он помогал сформулировать ги-

потезу о свойствах изучаемых геометрических 

объектов, а с другой – не давал никакой уверен-

ности в том, что она соответствует действитель-

ности. В этих условиях дедуктивное доказатель-

ство было единственным способом установления 

истины. 

4. Четвертая стратегия состоит в том, чтобы 

при изучении свойств геометрических фигур 

проводить оба эксперимента – и позитивный, и 

негативный. Позитивный эксперимент позволяет 

сформулировать гипотезу о свойствах геометри-

ческих фигур. В рамках школьной математики 

все такие гипотезы чрезвычайно красивы и при-

влекательны для учащегося-экспериментатора. 

Негативный эксперимент показывает, что выдви-

нутая гипотеза отнюдь не очевидна. Конфликт 

экспериментов не может быть разрешен в рам-

ках экспериментального компонента матема-

тики. Для установления истины придется про-

водить дедуктивные рассуждения. Условно назо-

вем такую стратегию исследовательской. 

Отметим основную идею исследовательской 

стратегии: отрицательный компьютерный экспе-

римент призван играть ту же стимулирующую 

роль, какую играло несовершенство чертежей в 

античные времена.  

По мнению авторов, содержательная (а от-

нюдь не административная) необходимость про-

водить дедуктивные рассуждения вызовет у уча-

щихся интерес к ним, в результате чего будет 

освоен теоретический компонент математики. 

Предшествующие эксперименты будут способ-

ствовать освоению экспериментального компо-

нента математики, а процесс самостоятельного 

выдвижения гипотез приобщит учащихся к ис-

следовательской деятельности. В результате 

можно надеяться на повышение интереса к изу-

чению математики и гармоничное ее освоения.  

Отметим, что четвертая стратегия не обсужда-

лась ранее в научной литературе. При всей при-

влекательности ее теоретического обоснования, 
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эффективность стратегии нуждается в проверке 

посредством педагогического эксперимента. 
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