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Проблема «превращенных форм» и их использования в обучении математике 
Слабым звеном современного школьного математического образования является его монологичность и стремление 

навязать учащимся нацеленность на почти дословное воспроизведение текстов учебников и образцов решения стандартных 
задач. Но математика как грань культуры богата тем, что содержит и несет в своих формах потенциал творчества. Одним из 
ростков такого потенциала являются смыслы, запечатленные в, казалось бы, заведомо застывших формах, и способность 
учащихся к их различным преобразованиям, что и может сделать для них математику подлинным носителем живого знания. 
Задача математического образования, следовательно, вскрывать для учащихся эти ростки и, по возможности, развивать у них 
способности оживлять эти, казалось бы, «превращенные» формы. Надо только обучать школьников и студентов такой 
деятельности. 

Ключевые слова: порождение форм, превращенная форма, структура, продуктивная модель, механизмы познания, 
распредмечивание, смена приоритетов. 
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The Problem of «Turned Forms» and Their Use in Mathematics Training 
A weak link of modern school mathematical education is its monologicality and aspiration to impose to pupils aiming at almost 

literal reproduction of texts in textbooks and samples of the solution of standard sums. But the mathematics as a culture facet, is rich 
that it contains and has creativity potential in their forms. One of sprouts of such potential are meanings imprinted in, apparently, 
obviously stiffened forms and pupils’ ability to their various transformations, and that can make for them mathematics the original 
carrier of Live Knowledge. The goal of mathematical education, therefore, is to reveal these sprouts for pupils and, whenever possi-
ble, to develop their abilities to recover these, apparently, «turned» forms. It is only necessary to train school students and students to 
this activity. 

Keywords: generation of forms, the turned form, structure, productive model, knowledge mechanisms, desobjectivation, change 
of priorities. 

Термин «превращенная форма» был впервые 
введен и использован К. Марксом для исследования 
«строения и способа функционирования сложных 
систем связей» («органических» систем) [6, с. 269]. 
Цель использования – выявление «видимых зави-
симостей и парадоксальных эффектов», которые 
предстают сознанию человека и воспринимаются 
им как объективно, независимо от него существу-
ющие, но на самом деле замещающие те связи, ко-
торые им по каким-то причинам не были уловлены 
в процессе исследования [7, т. 26, Т. III, с. 507]. Не-
сколько упрощая, скажем, что человек, познавая 
некоторый системный объект, строит для него так-
же модель-систему, но по каким-то причинам, не 
умея или не желая выделить в объекте реально су-
ществующие системные связи, заменяет их кажу-
щимися ему зависимостями. Так объективно и по 
необходимости образуется и бытует в сознании 
субъекта «превращенная форма», побуждая его к 
какой-то деятельности, не всегда адекватной изна-
чально в ней запечатленной. 

Приведем простейший пример. Довольно широ-
ко распространен ритуал: «Присядем на дорож-
ку…». Спрашиваю: «Зачем?» – «Не знаю, так при-

нято…» – «Кем? Зачем?» Ответом будет либо недо-
уменный взгляд, либо: «Чтобы все гладко прошло, 
чтобы ничего не случилось...». Мистика, которую 
нетрудно объяснить. Правдоподобна гипотеза: 
наши давние предки, отправляясь в дальнюю доро-
гу, присаживались, чтобы еще раз подумать: «Все 
ли нужное я взял с собой? Все ли наказы дал до-
машним? Хороший ли я выбрал путь?» В совре-
менных условиях быстротекущей жизни и наличия 
средств коммуникации деятельность по обдумыва-
нию вариантов отъезда, пути, средств и т. п., так 
необходимая нашим предкам, оказалась замененной 
формой, ритуалом «для порядка». Заметим, однако, 
что и эта форма содержит в себе деятельность. 

Спрашивается, какое отношение имеет сказан-
ное к обучению математике в современных услови-
ях? На наш взгляд, самое непосредственное. При-
ведем два примера и рассуждения по их поводу. 

Известно, что в Древней Греции понятия «акси-
ома» и «постулат» значительно различались между 
собой. У Аристотеля читаем: «…всякая доказыва-
ющая наука имеет дело с тремя сторонами : то, что 
принимается как существующее, именно род, свой-
ства которого, присущие ему сами по себе, рас-
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сматривает наука, и общие положения , называе-
мые аксиомами, из которых, как из первичного, ве-
дется доказательство… Постулат же есть нечто 
противное мнению учащегося или такое, что, бу-
дучи возможно  доказуемым, принимается и при-
меняется недоказанным» [1]. 

Сказанное можно понять так: постулат есть 
задача для хорошего ученика. Она может побудить 
его к деятельности, аксиома – признанное и приня-
тое всеми положение, «удостоенное» быть таковым 
(в точном переводе с древнегреческого – ). 
Для сравнения приведем еще мнение современных 
историков математики: «Аксиомы – это такие оче-
видные вещи, которые, по словам Аристотеля, 
“необходимо иметь каждому, кто будет что-то 
изучать”. Постулат – это лишь принцип, который 
геометр предлагает своему собеседнику принять, 
но не являющийся ни “очевидным”, ни “аксиомати-
ческим”. Его можно опровергнуть, не приходя к 
противоречию… постулаты интерпретировались 
как простые “гипотезы”…» [3, с. 75]. 

Нетрудно понять, что с рассматриваемых в ста-
тье позиций отождествление в современной, осо-
бенно школьной, математике аксиомы и постулата 
фактически превратило эти термины в своеобраз-
ную превращенную форму, которая осознанно и 
законно используется учеными-математиками в 
границах математической теории. В то же время в 
этой форме естественно оказался утерянным (луч-
ше сказать – скрытым) общекультурный смысл ис-
ходных понятий: история и логика процесса их 
осмысления. Вместе с тем для ученика именно этот 
смысл является наиболее важным. Отказываясь в 
обучении от различения этих терминов и следуя их 
отождествлению, знакомя учащегося только с од-
ним вариантом какой-либо аксиомы (и не только!), 
мы с самого начала спешим. Тем самым лишаем 
ученика удовольствия подумать: не побуждаем его 
к сомнению в истинности утверждения или к поис-
ку других его формулировок, а потому не даем ему 
возможности стать «хорошим учеником» [6]. Ска-
занное относится не только к аксиомам и постула-
там, но и к определениям понятий, формулировкам 
теорем, а также к стандартным формам предъявле-
ния учащимся типовых формул, задач. 

В известных учебниках по алгебре и началам 
анализа, а также в вузовских учебниках и в практике 
обучения материал по дифференцированию и инте-
грированию функций чаще всего излагается в из-
вестной устоявшейся последовательности. А имен-
но: геометрическая и физическая задачи, приводя-
щие к понятию производной, ее определение и вы-
числение в простейших случаях, ее свойства и т. д., 
далее таблица производных и их применения. За-

тем – отдельной главой (почему?) – понятия перво-
образной, интеграла, их свойства и приложения [2]. 

Кажется, на первый взгляд, что в этом случае ав-
торами учебников и опытными преподавателями 
все предусмотрено: подготавливается и раскрыва-
ется смысл основных понятий, дается база задач на 
«отработку» алгоритма, правил вычисления и при-
менения производных и интеграла и т. д. Однако, 
как показывают наблюдения, для очень многих сту-
дентов (и школьников) центральные понятия темы 
также оказываются лишь «превращенными форма-
ми». Причина видится в том, что обучение сводится 
к разъяснению и запоминанию того, что известно 
науке, в результате чего и студенты, и школьники в 
силу разных причин выпадают из процесса позна-
ния, ограничиваясь лишь усвоением готовых све-
дений и известных действий. Тем самым они – 
опять же – лишаются удовольствия подумать, воз-
можности участвовать в интеллектуальном труде 
порождения понятий как «продуктивных моделей» 
[7, с. 83] фрагментов действительности. 

Процесс порождения понятия как продуктивной 
модели решения ряда задач, как они появлялись в 
истории развития человеческой мысли, в условиях 
обучения можно смоделировать в серии учебных 
задач [2, 7]. Однако на это, как правило, не хватает 
учебного времени, да и учебная программа этого, к 
сожалению, не требует – ни в школе, ни в вузе. В 
качестве конечной цели задается, как правило, 
усвоение (а не выстраивание!) определений поня-
тий, формул и приемов их применения к решению 
стандартных (типовых) задач и т. п. Но достижение 
такой цели как раз и подталкивает учащегося лишь 
к запоминанию и простому воспроизведению их 
превращенной и застывшей формы вместо воспро-
изводства [6, 8] «живого» знания (определения, 
формулы и т. п.) или действия. Недостающие в ней 
связи и познавательные действия, не проявленные 
для ученика, необходимо им замещаются какими-то 
другими, часто искусственными, не отражающими 
особенностей и всех закономерностей возникнове-
ния понятий как продуктивных моделей. Подобные 
связи и действия, замещающие действительно су-
ществующие, иногда придумываются самим учени-
ком, редко подсказываются и разъясняются, а чаще 
навязываются (так принято!) учебной литературой 
или учителем. 

Сказанное намечает одну сторону проблемы 
превращенных форм в обучении. Один из путей 
разрешения – «распредмечивание» исторически 
ранее осуществленного или ранее открытого про-
цесса познания и его логики в учебных задачах с 
последующим их решением с учащимися. В этом 
случае есть надежда, что они с достаточной полно-
той освоят данное понятие, так как постигнут эту 
логику, основные средства и методы деятельности, 
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приводящие к его возникновению в научном позна-
нии. Однако этот процесс трудоемкий, затратный 
по времени и направлен в основном на овладение 
математикой как методом и культурным началом 
любой области научных знаний, и уже потому мо-
жет быть реализован разве лишь в особых услови-
ях. Но и здесь не обойтись без превращенных 
форм, так что их возникновение и использование в 
учебном процессе – неустранимая неизбежность. 
И этому полезно учить и учиться [6]. 

Здесь и выявляется вторая сторона рассматри-
ваемой проблемы. Ее можно сформулировать так: 
«На что преимущественно нужно направить и как 
грамотно организовать процесс обучения матема-
тике, если признать, что в образовательном про-
странстве превращенные формы необходимо суще-
ствуют?» Или еще определеннее: «Как организо-
вать познание этих форм с тем, чтобы они в резуль-
тате обучения, во-первых, стали продуктивными 
моделями деятельности, а во-вторых, способство-
вали бы приобщению учеников к математике, впи-
тыванию ее в себя как особой и – мы убеждены! – 
необходимой каждому человеку грани культуры, а 
не убеганию от нее?» 

Над этими вопросами давно задумывались из-
вестнейшие математики и методисты. Так, француз-
ский математик XIX–XX вв. А. Пуанкаре писал: 
«Логика... не говорит, какой путь ведет к цели. Для 
этого необходимо видеть цель <как бы> издалека, а 
интуиция есть та способность, которая этому нас 
учит... Благодаря ей мир математических образов 
остается в соприкосновении с реальным миром...» 
[10, с. 464–465]. Цель обучения при этом должна 
быть задана в явном виде не только для учителя, но 
и – в соответствующей формулировке – для учащих-
ся. И этого можно достичь через серию задач, моде-
лирующих логику деятельности познания, в боль-
шинстве случаев диалектическую [15]. Математик-
методист Г. Фройденталь говорит более решительно: 
«Ныне мы требуем, чтобы школьник изучал истин-
ное возникновение математики – создавал ее зано-
во...» [11, ч. I, с. 53]. Позицию, более приближенную 
к реалиям школьной жизни, занимает известный 
педагог А. И. Хуторской [12]. В этом же ключе вы-
строена и частично апробирована концепция миро-
воззренчески направленного обучения математи-
ке [5], многие положения и рекомендации которой 
еще ждут своего исследователя. 

В самом деле, выявление с учащимися источни-
ков возникновения математических объектов (субъ-
екты познавательной деятельности; группы задач 
с практическим содержанием; математические 
свойства познаваемых объектов и используемые 
для этого средства и др.), включение их в процесс 
моделирования предметов окружающего мира и 
объектов других наук, конструирование с учащи-

мися «новых» математических объектов и другие 
виды работы, – все это формирует у них, помимо 
математического реализма [6], еще и элементы диа-
лектического мышления. Проблема состоит в том, 
чтобы находить, а затем и на практике создавать 
условия и формы учебной работы, последовательно 
и целенаправленно ведущие к формированию эле-
ментов диалектического мышления учащихся. Для 
правильного ответа на этот вопрос обратимся к су-
ти диалектики: известно, что она отражает всеоб-
щую связь и развитие [14, 15]. Когда при этом в 
науке говорят об источнике развития, то имеют в 
виду противоречие, то есть наличие, единство и 
противоборство противоположных сторон. Выде-
лять, подчеркивать, раскрывать механизм взаимо-
действия противоположных сторон, включать 
учащихся в осознание действия этого механизма и 
в посильное разрешение противоречий, частным 
случаем которого является противоречие между 
научным понятием и его превращенной формой… 
В этом, на наш взгляд, тот путь, который приведет 
к усилению направленности отмеченных выше ви-
дов учебной работы на формирование и развитие 
мышления учащихся. 

Заметим, что становление элементов диалектики 
в сознании учащихся и приобщение к их использо-
ванию как инструментов познания – это процесс. 
Поэтому овладение любым из ее элементов не мо-
жет быть осуществлено сразу, целиком и до кон-
ца, то есть овладение деятельностью – процесс 
бесконечный, и формирование элементов диалек-
тического мышления учащихся должно пройти 
определенные этапы. Далее приведем два примера 
задач. 

Задача 1 (выявление структуры математиче-
ского выражения) [7]. 

Вычислить с точностью до 0,001 значение вы-
ражения: 

.
001,1)001,1(

1:
001,1001,1001,1001,1

1001,1
2

 

Как правило, современные учащиеся (как и сту-
денты) начинают считать с помощью калькулятора, 
то есть действовать «в лоб», что занимает довольно 
много времени и часто приводит к ошибкам, в 
частности из-за неумения делать прикидку и округ-
лять промежуточные результаты. По истечение не-
которого времени целесообразно предложить уча-
щимся второй пример: 

002,0)002,0(
1:

002,0002,0002,0002,0
1002,0

2

и направить их размышления (!)1 на сравнение 
форм двух примеров. Используем букву а (!) для 
обозначения «элемента», общего в каждом из вы-
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ражений: 
аааааа

а
2)(
1:1

 (*). Это и 

есть общая форма как алгебраическая модель чис-
лового выражения. При этом подмечается, что при 
всем различии «элементов» структура этих форм 
одна и та же и ее можно упростить. Этим и опреде-
ляется мотив использования алгебраических пре-
образований, например в 7 классе, вместо арифме-
тических вычислений, причем задача «упрощения 
алгебраической формы» оказывается подзадачей 
арифметической исходной задачи. Но можно пойти 
и дальше! 

Следующий шаг (!): еще раз подмечаем, что в 
(*) общим элементом является выражение а, и 
если его заменить, например, на А, то оно превра-
щается в рациональное выражение, и после не-
больших преобразований получаем А2–1. Но тогда 
(*) из этой «застывшей» формы побуждает к дей-
ствию, что при ее распредмечивании (!) приводит к 
тождественно равной форме – выражению: а – 1. 
Полезно вернуться к арифметическим примерам, 
тогда остается вместо а подставить в первом случае 
1,001 и получить 0,001, а во втором – 0,002 и полу-
чить значение -0,998. Задача решена полностью, 
однако в процессе ее решения неоднократно был 
применен один и тот же диалектический переход: 
от конкретного – к абстрактному, от единичного – к 
общему и обратно. Благодаря всему этому появи-
лось такое понимание: с алгебраическими формами 
работать предпочтительнее и проще в сравнении с 
арифметическими. 

Следующий пример демонстрирует еще один 
диалектический переход в процессе познания: сме-
ну приоритетов в рассмотрении элементов (ком-
понентов) и в целом структуры математического 
объекта. 

Задача 2 (смена приоритетов) [4]. Требуется 
решить уравнение с параметром (**) 

ахах . Это иррациональное уравнение, 
и обычный способ решения (уединение радикала, 
возведение в квадрат и т. д.) приводит к довольно 
сложному уравнению четвертой степени. На пер-
вый взгляд этот путь кажется тупиковым, но это не 
так, если, сменив приоритеты, все-таки воспользо-
ваться той же идеей. А именно: введем в (**) новую 

переменную (!): 0хау , перенесем ее в 
правую часть и возведем обе части уравнения в 
квадрат. В результате несложных преобразований 
получим рациональное уравнение, содержащее две 
переменные: у4 – 2ау2 + у + а2 – а = 0. Так как в 
левой части обе переменные можно рассматривать 
как равноправные (это еще один диалектический 

ход в рамках решения данной задачи!), то равенство 
можно трактовать как квадратное уравнение отно-
сительно переменной а (!): 

а2 – а(2у2 + 1) + (у4 + у) = 0. 
Далее используется обычный для квадратного 

уравнения путь: находят дискриминант  
D = (2y – 1)2  0, получают выражения для корней: 
а1 = у2 + у; а2 = у2 – у + 1, что позволяет разложить 
многочлен на множители: 

(а – у2 – у) (а – у2 + у – 1) = 0. 
Еще раз применяем тот же прием смены ролей 

неизвестного и параметра и получаем уравнение в 
«нормальном» виде (положительная роль формы – 
!): (у2 + у – а) (у2 – у – а + 1) = 0. Остается найти 
неотрицательные корни двух квадратных уравне-
ний, а затем перейти к исходному неизвестному х. 
Конечно, это тоже представляет определенные 
трудности, но к используемой идее диалектическо-
го перехода это уже не относится. Предоставляем 
читателю самостоятельно закончить решение. 

Задача 3. Решить уравнение у4 – 8у2 + у + 12 = 0. 
Первая попытка: идея – разложить на множите-

ли. Это возможно, если (!) число 12 представить 
как разность 16–4, затем «увидеть» полный квадрат 
(у2 – 4)2 и представить уравнение в виде (у2 – 4)2 + 
(у – 4) = 0  (у – 4)·((у2–4)(у + 4) + 1) = 0. Казалось 
бы, один из корней найден, но у = 4 не обращает 
левую часть в ноль (!). Прямая попытка не удалась, 
то есть не привела к решению уравнения. В то же 
время, можно заметить интересное: левую часть 
можно представить в виде (!): у4 – 2у2·4 + 42 + у – 
4 = 0  42 – (2у2·+ 1)·4 + у + у4 = 0 (***). Тогда по-
следнее уравнение можно «прочитать» (!) как квад-
ратное уравнение относительно числа 4 (!!). 
Вторая попытка: вторая идея – та же, что и в 

предыдущей задаче: «придадим» новый смысл чис-
лу 4, опираясь лишь на форму записи левой части 
относительно этого числа, и «прочитаем» его как 
«новое» неизвестное и в последнем уравнении, а 
затем решим «уравнение» относительно этого не-
известного, считая все остальное известным. Полу-
чим: и1,2 = … = (2у2 + 1  |2у – 1|):2. В результате 
получим только два значения: и1 = у2 + у; и2 = у2 – у 
+ 1. (Почему так? Ведь кажется, что надо раскры-
вать модуль?) Вспоминая, что и = 4, получим сле-
дующее разложение левой части (***) на множите-
ли: (4 – у2 – у)(4 – у2 + у – 1) = 0. Далее приходим к 
обычным квадратным уравнениям относительно 
неизвестной у и соответствующие четыре значения 
корня исходного уравнения:  

2
131;

2
171

4,32,1 уу . 
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Оба корня подходят [14]. Вывод: изменение, по 
сути дела, только формы и смысла символов помог-
ло решить уравнение. 
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1 Знаком (!) в тексте отмечаются необходимые остановки 
внимания и, одновременно, возможные моменты 
«примысливания» (Р. Декарт): пополнения «старых», 
зарождения в процессе перекодирования, в том числе 
материализации, новых умственных образов или их форм 
предъявления. А также нового их понимания и 
содержания – при целесообразном изменении 
использованных средств, при переходах от одной формы к 
другой, при сравнении результатов познания разными 
средствами, при использовании разных методов и т. п. [4]. 

 


