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Статья посвящена проблеме использования задач, решение которых заключается в проведении 

доказательства, при подготовке студентов математических факультетов педагогических вузов. Изучение 

различных математических дисциплин, кроме формирования специальных знаний, должно способствовать 

развитию личности, в частности умения логически мыслить и доказательно обосновывать истинность 

утверждений, а также строить их из приведенных рассуждений в любой сфере деятельности. 

Задачи, предполагающие проведение доказательства, не только способствуют выработке соответствующих 

умений и навыков, но и, что более важно, развивают логическое мышление, учат рассуждать, анализировать, 

аргументировать, обосновывать, доказывать и повышают общую культуру человека. Решение этих задач 

позволяет лучше освоить теоретический материал и научиться его применять, что способствует снижению 

формализма в преподавании математических дисциплин и повышению мотивации. 

Круг задач, приведенных в статье, относится к дисциплине «Алгебра и теория чисел», к решению 

неопределенных (диофантовых) уравнений. Возможность использования этой темы для целенаправленного 

формирования исследовательских умений студентов в контексте их учебной математической деятельности и 

профессионального роста определяется тем, что, во-первых, решение диофантовых уравнений – это всегда 

исследование; во-вторых, ее элементы включены в программу математической подготовки учащихся классов с 

углубленным изучением математики, что является важной составляющей профессиональной подготовки. В 

работе приведены примеры задач, решаемых методом исследования возможных остатков от деления одного 

целого числа на другое или с использованием свойств делимости чисел. 

Осознание студентами состава исследовательских действий, осуществляемых в процессе проведения 

доказательства представленных в статье задач, позволяет сделать их предметом целенаправленного усвоения 

основ исследовательской деятельности. 

Ключевые слова: исследовательская деятельность, исследовательские умения, задача, доказательство, теория 

чисел, диофантово уравнение, целое число, натуральное число, делимость чисел, деление с остатком, свойства 

делимости. 

G. G. Khamov, L. N. Timofeeva 

Problems of proof as a component of research in the study of number theory 

The article is devoted to the problem of using problems, the solution of which is to carry out evidence while 

preparing students of mathematical faculties of pedagogical universities. The study of various mathematical disciplines 

consists not only in the formation of special knowledge, but also should contribute to the development of personality, 

the ability to think logically and substantiate the truth of statements, as well as build them from the above reasoning in 

any field of activity. 

Tasks that involve carrying out evidence not only contribute to the development of relevant skills and abilities, but 

also, more importantly, develop logical thinking, learn to reason, analyze, argue, substantiate, prove and contribute to 

improving the general culture of a person. Solving these problems allows us to master better the theoretical material and 

learn how to apply it in solving problems, which reduces the formalism in the teaching of mathematical disciplines and 

increase motivation. 

The range of problems presented in the article refers to the discipline «Algebra and number theory», to the solution 

of indefinite (Diophantine) equations. The possibility of using this topic for the purposeful formation of student’s 

research skills in the context of their educational mathematical activities and professional growth is determined by the 

fact that, firstly, the solution of Diophantine equations is always a study, and, secondly, its elements are included in the 

program of mathematical training of students of classes with in-depth study of mathematics, which is an important 
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component of professional training. The article presents examples of problems solved by the method of investigation of 
possible residues from dividing one integer by another, or using the properties of divisibility of numbers. 

Students’ awareness of the composition of the research activities carried out in the process of proof of the tasks 
presented in the article, allows making the subject of targeted learning the basics of research. 

Keywords: research activity, research skills, problem, proof, number theory; Diophantine equation; integer; natural 
number; divisibility of numbers; division with remainder; divisibility properties. 

Изучение различных математических дисци-
плин трудно представить без проведения доказа-
тельств. Использование на занятии задач, пред-
полагающих проведение доказательства, позво-
ляет реализовать все функции задач [8, с. 48], в 
том числе решить немаловажную проблему мо-
тивации обучаемых, так как изучение математики 
очень часто связано с достаточно высокой степе-
нью формализма. Как правило, обучаемым пред-
лагают готовые доказательства фундаментальных 
теорем или положений. Конечно, изучение и за-
учивание готовых доказательств имеет опреде-
ленное значение, но с точки зрения практической 
значимости приносит не так много пользы. Как 
показывает практика, часто студенты не могут 
грамотно доказать математическое утверждение 
[14, с. 290-291]. Более того, при изучении ряда 
курсов, в частности из-за сокращения часов на 
изучение фундаментальной математики, доказа-
тельства убирают, заменяя их краткими поясне-
ниями. 

Современное образование ставит перед пре-
подавателем разные задачи, среди которых на 
первом месте задача развития личности [5, с. 21], 
решение которой невозможно без воспитания 
умений логически мыслить и доказательно обос-
новывать истинность или ложность утвержде-
ний, возникающих не только в процессе профес-
сиональной деятельности будущего преподавате-
ля математики [3, с. 193; 12, c. 387-388]. Наличие 
таких умений позволяет судить об уровне гра-
мотности и способностях специалиста и об об-
щей культуре человека [13, с. 107]. 

Таким образом, реализуются требования из-
менения содержания образования, направленного 
на результаты педагогической подготовки, вклю-
чающие в себя определенный уровень сформи-
рованности компетенций [20, с. 75]. 

При решении задачи на доказательство сту-
денту необходимо не только выделить предпо-
сылку и заключение, если условие задачи позво-
ляет это сделать, но и построить цепочку умоза-
ключений, приводящих к нужному результату 
[19, с. 26]. По сути, мы имеем дело с теоремой, 
следовательно, для нее сохраняются все извест-
ные особенности методики обучения доказатель-
ству теорем. В процессе необходимо находить 
нужную информацию и переносить ее, приме-

нять в условиях задачи, что способствует лучше-
му пониманию изученной теории через ее при-
менение, то есть студент автоматически оказыва-
ется вовлечен в исследовательскую деятельность 
[4, с. 148; 11, с. 139]. Это одна из целей обучения, 
учитывая, что именно деятельность, а не сово-
купность знаний определена стандартом как 
главная ценность обучения [6, с. 142; 7, с. 33]. 
Исследовательская деятельность при проведении 
доказательства связана со способностью видеть 
проблемы, противоречия, выдвигать гипотезы, 
проявлять критичность мышления [1, с. 102], де-
лать обобщения, формулировать и переформули-
ровать задачи. 

Использование таких задач ведет к усилению 
роли самостоятельной работы студентов, направ-
ленной на развитие умения учиться, формирова-
ние способности к саморазвитию, творческому 
применению приобретаемых знаний, способам 
адаптации к профессиональной деятельности в 
современных условиях [2, с. 50; 10, с. 62; 15, 
c. 152; 16, c. 33]. Обучение проведению доказа-
тельства происходит не сразу, требуется набор 
тренировочных задач на доказательство, решение 
которых состоит из одного или двух шагов, по-
вторяются схемы рассуждений. 

Применение задач на доказательство в про-
цессе обучения имеет своим преимуществом тот 
факт, что и условие и результат считаются из-
вестными, необходимо построить только переход 
[9, с. 123]. Особенно актуальными становятся 
задачи на доказательства в курсе теории чисел 
[17, c. 95; 18, с. 164-167]. Например, 

− Докажите, что квадрат целого числа при 
делении на 5 не дает остатков 2, 3; при делении 
на 8 не дает остатков 2, 3, 5, 6, 7. 

− Докажите, что куб целого числа при деле-
нии на число 7 может давать в остатке числа 0, 1, 
6; а при делении на 9 дает в остатке числа 0, 1, 8. 

− Докажите, что целые числа вида 20198x  
не могут быть полным квадратом при любом це-
лом значении x . 

− Докажите, что числа вида 20195x  при 
некоторых значениях переменной x  будут квад-
ратом целого числа. Найдите эти значения пере-
менной x . 
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Приведем пример решения. 
Число 2019 при делении на 5 дает остаток 4. 

Целое число, квадрат которого при делении на 5 
дает остаток 4, имеет вид 25t , 35t , t  – лю-
бое целое число. Поэтому 

22520195 tx , 23520195 tx . 
Из полученных формул находим выражение 

для переменной x : 

40345 2 ttx , 40265 2 ttx , t  – це-
лое число. 

− Докажите, что числа вида 20197x , 
20189x  не являются кубами целого числа при 

любом значении x . 
− Докажите, что число вида 20195x  равно 

кубу целого числа при некоторых значениях пе-
ременной x . Найдите общую формулу для пере-
менной x , значения которой будут давать куб 
числа данного вида, и найдите наименьшее по-
ложительное значение x , при котором число 

20195x  является кубом. 
Число 2019 при делении на 5 дает остаток 4. 

Целое число, куб которого при делении на 5 дает 
остаток 4, имеет вид 45t , где t  – любое целое 
число. Тогда  

34520195 tx . 
Из этого равенства получаем 

391486025 23 tttx , 
и наименьшее положительное значение x : 

145x  при 2t , 31420191455 . 

− Докажите, что существует бесконечное 
множество целых чисел, не представимых в виде 
суммы кубов трех целых чисел. 

Сумма кубов трех целых чисел 333 xyx  
при делении на 9 не дает в остатке чисел 4; 5. 
Поэтому числа вида 49t , 59t  при любом 
целом значении t  не представимы в виде суммы 
трех кубов. 

− Докажите неразрешимость в целых числах 
уравнений 

2019746 22 yx , 

20191331 33 yx . 

Число 246x  при делении на 7 может давать в 
остатке числа 0; 1; 2; 4, а число 2019 при делении 
на 7 дает в остатке число 3. Число 331x  при де-
лении на 13 может давать остатки 0; 1; 5; 8; 12, а 
число 2019 при делении на 13 дает остаток 4. 

− Докажите, что уравнения 
2019112 2 yx ,             (1) 

201953 3 yx               (2) 
имеют бесконечное множество решений в целых 
числах yx,  , и найдите для каждого из них об-
щее решение. 

Число 2019 при делении на 11 дает в остатке 
число 6, тот же остаток дает число вида 22x  при 
делении на 11, если число x  дает в остатке 5 или 
6, следовательно, 511tx , 611tx , t  – 
любое целое число. Подставляя эти формулы для 
переменной x в уравнение (1), получим общее 
решение: 

1792022

511
2 tty

tx
, 

1772422

611
2 tty

tx
, t  – целое число. 

В уравнении (2) имеем: числа 33x  и 2019 да-
ют при делении на 5 один и тот же остаток 4 при 

25tx , t  – целое число. Общее решение 
уравнения (2): 

399369075

25
23 ttty

tx
, t  – целое число. 

− Докажите, что число 20!x  не является 
полным квадратом для любого натурального зна-
чения x . 

При 6x  число !x  делится на 24 , а число 20 
делится на 4, но не делиться на 24 , поэтому при 

6x  число 20!x  не является полным квадра-
том. При 51 x  проводится непосредственная 
проверка. 

− Докажите, что число вида 
20198!2 yx                (3) 

не может быть квадратом целого числа при нату-
ральных значениях переменной x  и целочислен-
ных y . 

Так как число !x  при 4x  делится на число 
8, то при этом условии число, определяемое 
формулой (3), дает в остатке 3 при делении на 8, 
поэтому квадратом целого числа быть не может. 

Далее надо доказать, что при 3,2,1x  число 
вида (3) также не будет квадратом целого числа. 
Подставляя 1x  в (3), имеем число 20218y , 
при этом число 2021 при делении на 8 дает оста-
ток 5, поэтому не может быть квадратом. При 
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3,2x  получим числа, которые при делении на 
8 дают в остатке число 7. 

− Докажите неразрешимость в целых числах 
уравнения 

776139 22 yx . 
Преобразуем данное уравнение: 

776139 22 yx   

11915104 2222 yxyx . 
Так как квадрат целого числа при делении на 

4 может давать остатки 0; 1, то число 122 yx  
при делении на 4 не может дать остаток 0. 

− Докажите неразрешимость уравнения 
zyx 7411                  (4) 

в натуральных числах zyx ,, . 
Так как число 7 при делении на 3 дает в 

остатке 1, то z7  при любом натуральном z  дает 
остаток 1. Число, стоящее в левой части уравне-
ния (4) yx 411 , при делении на 3 дает остаток 
0, если x  – нечетное число, и остаток 2, если 
x  – четное. 

− Докажите, что уравнение 
2019182 222 zyx  

целочисленных решений не имеет. 
Целое число 201918 2z  при любом целом 

значении z  делится на 3, но не делится на 9. 
Следовательно, ни одно из чисел yx,  на 3 не 

делится. В противном случае число 22 2yx  
должно либо делиться на 9, либо вообще не де-
лится на 3. Тогда каждый из квадратов 22, yx  

дает остаток 1, а число 22 2yx  при делении на 
3 даст остаток 2, но не 0. 

− Докажите, что для любых целых tzyx ,,,  
2222 2019 tzyx ,          (5) 

тогда и только тогда, когда 0tzyx . 
Так как квадрат целого числа при делении на 

3 дает остатки 0 и 1, то сумма двух квадратов 
22 yx , 22 tz  делится на 3 только в том слу-

чае, когда каждое из чисел делится на 3. При 
этом наибольшая степень числа 3, на которую 
делится левая часть равенства (5), будет четной, а 
правая часть, за счет числа 2019, – нечетной. По-
этому равенство (5) возможно только при 

0tzyx . 

− Докажите, что произведение 2019 нату-
ральных чисел может быть равно их сумме. 

Исходя из условия задачи, запишем равенство 
201921201921 ...... nnnnnn .    (6) 

Полагаем 1... 201943 nnn . Тогда из 
равенства (6) имеем 

20172121 nnnn   
201811 21 nn . 

Полученное равенство выполняется, напри-
мер, при 31n , 10102n . Таким образом, 
сумма 2019 чисел 31n , 10102n , 

1... 201943 nnn  и их произведение равны 
числу 3030. Что и требовалось доказать. 

− Докажите, что можно найти такое нату-
ральное число a , умножив которое на число 3, 
получим произведение, оканчивающееся числом 
19. 

Уравнение 
11003 yx                 (7) 

имеет целочисленные решения yx, , так как чис-
ла 3 и 100 взаимно просты. 

Решения уравнения (7) находятся по форму-
лам: 

23
67100

ty
tx

, t  – целое число.      (8) 

Полагаем в (8) 0t : 67x , 2y . Подстав-
ляем эти числа в уравнение (7), получаем 

12100673 . Умножая обе части получен-
ного равенства на число 19, получим 

193810012733 . Таким образом, искомым 
числом может быть число 1273. 

− Докажите, что ни одно двузначное число не 
равно сумме квадратов своих цифр. 

Обозначим двузначное число yxn 10 , 
91 x , 90 y . Исходя из условия задачи, 

рассмотрим равенство 
11010 22 yyxxyxyx . 

Так как в правой части полученного равенства 
стоит произведение двух последовательных чи-
сел, а левая часть таковой не является, то равен-
ство возможно лишь при 0x , 0y  или 1y , 
что противоречит условию. 

− Докажите, что сумма 2019 последователь-
ных натуральных чисел не может быть степенью 
простого числа. 

Запишем условие в виде равенства 
201910092018...1 mmmm . 
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Так как число 2019 делится на два простых 
числа 3 и 673, то левая часть равенства степенью 
одного простого числа быть не может. Что и тре-
бовалось доказать. 

− Докажите, что сумма квадратов семи по-
следовательных целых чисел не может быть 
квадратом целого числа. 

Перепишем условие задачи следующим обра-
зом: 

.4728732

1123
2222

22222

mmmm

mmmmm
 

Предположим, что число 47 2m  является 

квадратом целого числа. Тогда число 42m  
должно делиться на 7, а число 2m , соответ-
ственно, должно при делении на 7 давать остаток 
3, что невозможно. Следовательно, сумма квад-
ратов семи последовательных целых чисел не 
может быть квадратом целого числа. 

− Докажите, что существует двузначное чис-
ло pq , qp , 92 p , 81 q , разность 
между которым и числом, записанным теми же 
цифрами, но в обратном порядке дает полный 
квадрат. 

Из условия задачи получим равенство 
qppqqp 91010 . 

Число qp9  будет квадратом, если 
2rqp . Так как 81 qp , то число qp  

является квадратом при 1qp  или 4qp . 

Например, 73,51,43pq  и т. д. 
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