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Аннотация. Развитие общества требует от современных выпускников готовности к непрерывному 

самообразованию, обновлению своих знаний и умений, способности к решению исследовательских задач, к 

научному исследованию. Одной из важнейших целей реализуемых образовательных программ, 

соответствующих требованиям федеральных государственных образовательных стандартов высшего 

образования, является формирование исследовательских компетенций. Это особенно актуально для будущих 

учителей, так как они смогут применять полученные навыки в своей дальнейшей профессиональной 

деятельности. В статье актуализируется вопрос применения исследовательских задач при изучении математики 

как средства формирования исследовательских компетенций, поскольку в процессе их решения осваиваются все 

составляющие исследовательской деятельности. Особенности содержания различных математических 

дисциплин позволяют делать это особенно эффективно. В работе описана методика использования 

исследовательских задач при изучении дисциплины «Алгебра и теория чисел», являющейся одной из 

составляющей математического и профессионального педагогического образования. 

Изложение материала представлено подробным описанием исследования неопределенных уравнений, 

решаемых методом исследования остатков деления алгебраического выражения, содержащего переменную, на 

некоторое число. Показано, как изменение некоторых параметров задачи ведет к изменению результата. Само 

проведение решения такого уравнения уже является полноценной исследовательской задачей. Кроме того, как 

показал опыт, положительный познавательный результат дает методика, позволяющая на основе анализа 

готовых решений научиться конструировать новые уравнения с заранее заданными свойствами, что выводит 

студентов на новый уровень творческой работы. В заключение отмечено, что, несмотря на ряд объективных 

сложностей, связанных с невысоким уровнем подготовки некоторых студентов, необходимостью 

дополнительных временных затрат, это не только значимо с точки зрения формирования необходимых 

исследовательских компетенций, но и способствует активизации учебно-познавательной деятельности, росту 

мотивации изучения дисциплины. 
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Abstract. The development of society requires modern graduates to be ready for continuous self-education, updating 

their knowledge and skills, the ability to solve research problems and to scientific research. One of the most important 

goals of the implemented educational programs that meet the requirements of the federal state educational standards of 

higher education is the formation of research competencies. This is especially relevant for future teachers, as they will 

be able to apply the acquired skills in their future professional activities. The article actualizes the issue of using 

research problems in the study of mathematics as a forming means of research competencies, since in the process of 

solving them, all components of research activity are mastered. The content features of various mathematical disciplines 

make it possible to do this especially effectively. The article describes the method of using research problems in the 

study of the discipline «Algebra and number theory», which is one of the components of mathematical and professional 

pedagogical education. The listing of the material is presented by a detailed description of the study of indefinite 

equations solved by the method of searching the remainders of dividing an algebraic expression which is containing a 

variable by a certain number. It is presented how a change in some parameters of the problem leads to a change in the 

result. The solution of such an equation is already a full-fledged research task. In addition, experience has shown that a 

positive cognitive result is obtained by a method that allows, based on the analysis of ready-made solutions, learning 

how to construct new equations with predefined properties, which brings students to a new level of creative work. In 

conclusion, it is noted that, despite a number of objective difficulties associated with the low level of training of some 

students, the need for additional time expenditures, this is significant, not only from the point of view of forming the 

necessary research competencies, but also contributes to the activation of educational and cognitive activities, the 

motivation growth to study the discipline. 
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Введение 

Сегодня востребованными становятся специ-

алисты, обладающие высоким творческим по-

тенциалом и особым типом мышления, которое 

характеризуют как критическое, среди его при-

знаков выделяют умение использовать убеди-

тельную аргументацию, искать новый смысл. 

Выпускник педагогического вуза в соответствии 

с требованиями Федеральных государственных 

образовательных стандартов высшего образова-

ния (ФГОС ВО 3++), включающих в себя разви-

тие исследовательских компетенций, должен 

быть готов к проведению научного исследования 

[Баркалов, 2019; Капкаева, 2019а; Лидак, 2020]. 

Этот вид деятельности предполагает поиск про-

блем, постановку гипотез и их проверку. С точки 

зрения математической деятельности актуальны-

ми становятся компетенции, связанные с обна-

ружением закономерностей, возникающих про-

тиворечий в рассуждениях, созданием вариантов 

их разрешения и способов проверки [Каскатаева, 

2018; Хисамиева, 2013]. 

Математика как дисциплина, широко исполь-

зующая методы моделирования, анализа, синте-

за, как раз предоставляет возможности для со-

здания условий, развивающих эти качества, в 

частности, через решение исследовательских за-

дач. Это формирует необходимые черты творче-

ской деятельности, исследовательские компетен-

ции [Акулова, 2008]. В методической литературе 

широко признается, что исследовательские зада-

чи становятся средством развития исследова-

тельских компетенций студентов [Михайленко, 

2021]. 

При рассмотрении понятий и утверждений 

ставятся познавательные вопросы, требующие 

убедительной аргументации и понимания, что 

позволяет выявлять новый смысл, новые условия 

применения. Постановка таких познавательных 

задач отражается и в заданиях КИМ ОГЭ и ЕГЭ, 

предусматривающих построение моделей задач, 

описания их свойств, необходимых для решения. 

Будущий учитель должен быть готов к обучению 

такой деятельности. 

Решение исследовательских задач открывает 

широкие возможности для развития умения осу-

ществлять различные умственные действия, та-

кие как сравнение, анализ, синтез, абстрагирова-

ние, моделирование, обобщение, высказывание 

предположений, содержательных суждений [Бу-

кушева, 2015; Ульянова, 2018]. Работа над мате-

матической исследовательской задачей начинает-

ся с получения задания в виде текстовой задачи, 

утверждения, вопроса, уравнения. Далее при 

необходимости записывается модель. Выдвига-

ются возможные гипотезы, строятся предполо-

mailto:gghamov@yandex.ru
https://orcid.org/0000–0002–3609–4307
mailto:tln142@mail.ru
https://orcid.org/0000–0002–1290–2947
http://dx.doi.org/10.20323/1813-145X-2021-6-123-38-45
http://dx.doi.org/10.20323/1813-145X-2021-6-123-38-45


Ярославский педагогический вестник — 2021 — № 6 (123) 

Г. Г. Хамов, Л. Н. Тимофеева 40 

жения, разрешаются полученные противоречия и 

делаются выводы. Рассуждения сопровождаются 

необходимыми математическими выкладками. 

В современной методической литературе про-

блема вовлечения учащихся в исследовательскую 

деятельность не теряет своей остроты. Для само-

стоятельного проведения исследования требуется 

активная познавательная позиция со стороны 

обучаемого, осмысление и творческая перера-

ботка получаемых сведений, применение препо-

давателем различных приемов и методик [Гамо-

ва, 2016]. Такую работу сложно проводить в рам-

ках практических занятий, тем более, что сейчас 

часы аудиторной работы по многим математиче-

ским дисциплинам сокращены [Князев, 2021]. 

Однако в рамках самостоятельной работы, подго-

товки лабораторных проектов, курсовых, ди-

пломных работ это вполне осуществимо, вносит 

необходимую новизну в работу, повышает ее ак-

туальность. 

Занимаясь подготовкой учителей математики, 

необходимо помнить, что студент педагогическо-

го вуза не просто получает знания, но и учится 

учить, причем, как правило, в дальнейшей про-

фессиональной деятельности он будет воспроиз-

водить ту же схему обучения, применять те же 

приемы, по которым учился сам [Груздев, 2019; 

Демченкова, 2014]. 

Исследовательскую задачу в математике часто 

понимают как некоторые моменты научной про-

блемы, определение и разъяснение которых при-

водит к ее решению. Эти задачи содержат аспек-

ты, решение которых не является очевидным и не 

может быть получено непосредственным приме-

нением известных алгоритмов. Решение про-

блемной составляющей является сложным твор-

ческим процессом умственной деятельности че-

ловека и направлено на преобразование содержа-

ния задачи, выявление и разрешение противоре-

чия между ее условием и требованием, и как 

следствие, получение результата [Костюченко, 

2019]. 

Методы исследования 

В качестве объекта исследования выбраны ис-

следовательские задачи по теории чисел [Моск-

вина, 2016; Подолян, 2021]. Наш подход к разра-

ботке методики основан на понимании того, что 

преподавание дисциплины должно создавать 

условия для приобретения новых универсальных 

компетенций, актуальных для логической орга-

низации познания, которые приводят к выявле-

нию нового математического знания, способ-

ствуют мотивации через активную познаватель-

ную деятельность и дают представление о воз-

можности применения этих знаний и умений в 

реализации дальнейших задач обучения и прак-

тической деятельности. Анализ соответствую-

щей литературы подтверждает наше исследова-

ние [Далингер, 2017; Капкаева, 2019б; Кудрина, 

2020; Рябинова, 2008; Таирова, 2016; Хамов, 

2019; Sergeeva, 2019]. 

Результаты исследования 

Основой построения методики стало приме-

нение достаточно простых и понятных свойств 

деления с остатком целых чисел и алгебраиче-

ских выражений для решения неопределенных 

уравнений, включая использование элементов 

теории сравнений. Приводимые теоретико-

числовые задачи полезны не только с точки зре-

ния творческой работы по их решению, но и для 

разработки алгоритмов их составления. Исследо-

вание имеющихся способов решения неопреде-

ленных уравнений позволяет перейти к новой 

исследовательской задаче конструирования урав-

нений с заранее заданными свойствами вида и 

решения, что может стать основой будущей кур-

совой работы или элементом дипломной работы 

[Смирнова, 2010]. 

Сначала предлагаются простые уравнения, 

решение которых опирается на известные опре-

деления и формулы. Более того, учитывая изло-

женное выше, отметим, что с целью развития 

исследовательских компетенций, логично и эф-

фективно предлагать анализировать готовые ре-

шения. Это способствует развитию мышления, 

культуры, стиля рассуждений, навыков самостоя-

тельной и исследовательской деятельности [Ко-

стюченко, 2019]. 

Так, например, числа вида 
3x  при делении на 

число 7 могут давать остатки 0; 1; 6. Поэтому 

уравнения вида  при 

 в целых числах неразре-

шимы. Например, уравнение  в 

целых числах решений не имеет, так как число 

2021 при делении на 7 дает остаток 5. 

Далее можно привести пример разрешимого 

уравнения: 

.        (1) 

Тогда решение можно построить следующим 

образом: числа вида 
3x  дают остаток 6 при де-

лении на 7, если , , 

, где t  — любое целое число. Под-

ставляя эти значения для переменной  в уравне-

ние (1), находим соответствующие формулы для 
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переменной y , получаем множество решений 

этого уравнения: 





−++=

+=

285276349

37

23 ttty

tx
, 





−++=

+=

2717510549

57

23 ttty

tx
, 





−++=

+=

25810812649

67

23 ttty

tx
, 

t  — любое целое число. 

Теперь попробуем изменить вид уравнения 

(1), добавив коэффициент перед старшей степе-

нью: 

,        (2) 

, ,  — целые числа,  — число, относительно 

которого исследуются остатки от деления чисел 

вида . Уравнение (2) разрешимо, если числа 

, ,  избраны таким образом, чтобы сравнение 

 имело решения, то есть числа 

вида  и число  при делении на число  дава-

ли равные остатки при определенных значениях 

переменной x . 

Например, можно записать уравнение 

,       (3) 

которое, очевидно, разрешимо в целых числах, 

так как сравнение  имеет множе-

ство решений, определяемых формулой 

  , t  — любое це-

лое число. 

Подставляя полученную формулу для пере-

менной  в уравнение (3), находим формулу от 

переменной t  для переменной : 

, . 

Следовательно, множество решений уравне-

ния (3) имеет вид: 

, t . 

Поставим задачу составить уравнение, содер-

жащее три переменные, и опишем процесс ре-

шения и конструирования разрешимых в целых 

числах уравнений вида 

        (4) 

при определенных значениях целых чисел a , b , 

c , d . 

Выбор чисел b , c  осуществляем так, чтобы 

каждое из них делилось на некоторое натураль-

ное число , относительно которого мы будем 

исследовать возможные остатки от деления ле-

вой части уравнения (4), при этом , 

 и числа ,  связаны между собой соот-

ношением , k  — целое число. Урав-

нение (4) будет иметь целочисленные решения, 

если числа ,  выбраны таким образом, чтобы 

сравнение 

( )pdax mod3      (5) 

было разрешимым. 

Таким образом, решение уравнения (4) начи-

наем с решения сравнения (5). Его решением бу-

дут один или более многочленов от переменной 

t  первой степени: 

rptx += ,         (6) 

t  — целое число. 

Подставляя формулу (6) в уравнение (4), по-

сле элементарных преобразований приходим к 

уравнению относительно переменных y , z : 

( )tfnzmy =+ ,       (7) 

где ( )tf  — многочлен третьей степени относи-

тельно переменной t . 

Решаем уравнение (7) относительно перемен-

ных y , z , используя соотношение между чис-

лами  и : 1+= knm  

( ) ( )tfnzykn =++1 .      (8) 

Переходя к сравнению по модулю n , получа-

ем , тогда ,  — 

целочисленная переменная. Подставляя значение 

для  в формулу (8), находим формулу для пере-

менной z : 

( ) mutkfz −−= . 

Следовательно, множество решений уравне-

ния (4) определено формулами: 

, 

где t , u  — целые числа. 

Рассмотрим такой вариант: усложним уравне-

ние (1), заменив переменную  алгебраическим 

выражением . Получаем уравнение вида 

(4): 


.       (9) 

Используем результаты, полученные при ре-

шении уравнения (1). Методом исследования 

остатков от деления чисел 
3x  на 7 получаем зна-

чения для переменной : ; ; 

, t  — целое число, а также формулы 

для алгебраического выражения : 
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, 

, 

. 

Далее в каждом из трех вариантов решаем ли-

нейные уравнения относительно переменных y , 

z . 

В первом варианте 

        (10) 

Переходим к сравнению по модулю 2: 

      

,  — целое число. 

Подставляя формулу для переменной  в (10), 

находим значение для z : 

, . 

Получаем общее решение уравнения (9) при 

: 

( )

( )

( )











−++=

−−=

+=

+=

285276349

3

2

37

23

1

1

1

ttttf

utfz

utfy

tx

, . 

Аналогично находятся общие решения урав-

нения (9) при втором и третьем вариантах 

; : 

( )

( )

( )











−++=

−−=

+=

+=

2717510549

3

2

57

23

2

2

2

ttttf

utfz

utfy

tx

, ut, ; 

( )

( )

( )











−++=

−−=

+=

+=

25810812649

3

2

67

23

3

3

3

ttttf

utfz

utfy

tx

, ut, . 

Для нахождения частных решений уравнения 

(9) придаем переменным  и  конкретные цело-

численные значения. Например, при ,  

получаем решения: 

( )140;142;10 − , 

, . 

Процесс составления уравнения (4) начинаем 

с выбора числа , относительно которого будем 

исследовать возможные остатки от деления чисел 

вида , . Например, если число , то 

при делении на это число кубы дают все возмож-

ные остатки от 0 до 4. Далее выбираем число , 

скажем 3, и свободный член уравнения, напри-

мер, 2021. Заметим, что если число  выбрано 

так, что куб целого числа не дает некоторые воз-

можные остатки, то числа  и  выбираются та-

ким образом, чтобы  и  при делении на  

давали один и тот же остаток при некотором зна-

чении . При выборе чисел ,  чис-

ла ,  подбираем в соответствии с формулой 

. Например, ; ; . 

Получаем уравнение: 

.    (11) 

Решение уравнения (11) начинаем с нахожде-

ния формулы для переменной , перейдя от 

уравнения к сравнению по модулю 5: 

      

, . 

Далее подставляем формулу для переменной  

в уравнение (11) и находим формулу, выражаю-

щую переменные ,  через : 

, 

. 

Находим формулы для переменных y , z : 

, , u . 

Множество решений уравнений (11) опреде-

лено формулами: 

 
Частное решение, например, при , и 

: , , . 

Заключение 

Несмотря на кажущуюся внешнюю простоту 

изложения схем решения и алгоритмов построе-

ния, уравнения требуют мыслительной активно-

сти обучаемых, творческой инициативы, а также 

практики применения навыков проведения мате-

матических преобразований. В этом отношении 

теоретико-числовой материал имеет большой 

потенциал как для решения задач исследователь-

ского типа, так и для их составления. Как пока-

зывает практика, разнообразие способов реше-

ний неопределенных уравнений позволяет ис-

пользовать их при изучении разных тем теории 

чисел. Обучаемый видит применение понятий и 

свойств, относящихся к разным разделам дисци-

плины, к нестандартным задачам, учится прово-

дить рассуждения: составлять уравнения с зара-

нее заданными свойствами, решать их, опираясь 

на замеченные закономерности и факты, извест-

ные из теоретического курса. 



Ярославский педагогический вестник — 2021 — № 6 (123) 

Исследовательские задачи в обучении математике студентов педвузов 43 

Решение исследовательских задач способству-

ет оптимизации процесса обучения, внося боль-

шой вклад в виде самостоятельной, продуктив-

ной и творческой работы и дают возможность 

− актуализировать и обобщить уже имеющи-

еся знания по разным темам курса, увидеть но-

вый смысл и спектр применения известных фак-

тов; 

− вызвать устойчивый интерес к дисциплине, 

в частности, мотивировать к учебной деятельно-

сти; 

− побудить к активной познавательной рабо-

те, что является важной составляющей любой 

самостоятельной деятельности, приучение к ко-

торой составляет основу способностей к непре-

рывному самообразованию. 

Наряду с достоинствами, проявляются и труд-

ности в реализации методики использования ис-

следовательских задач: не все студенты готовы к 

самостоятельной работе. От преподавателя в свя-

зи с этим требовалась дополнительная доля уча-

стия, увеличение круга задач, предполагающих 

анализ готовых решений. 
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