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Аннотация. Организация учебной деятельности студентов должна быть направлена на создание условий 

для вовлечения их в самостоятельную исследовательскую деятельность, что станет стимулом для более 

глубокого усвоения знаний, формирования необходимых компетенций, роста познавательной мотивации. Это 

актуально в современных условиях снижения осознанного понимания необходимости изучения математических 

дисциплин и, соответственно, уровня математической подготовки. В статье рассмотрена методика проведения 

занятий по дисциплине «Теория чисел» с использованием специально подобранных заданий, позволяющих 

студентам провести самостоятельное исследование. Дисциплина выбрана с учетом особенностей содержания, 

связанных с возможностью иллюстрации ее основных положений и их практического применения с помощью 

задач исследовательского типа. Основное содержание представлено диофантовыми уравнениями, решение и 

составление которых способствуют усвоению логики исследования (анализ условия, определение проблемы, 

выдвижение гипотезы, ее поверка и формулировка выводов). Использование таких заданий, позволяющих 

студентам самостоятельно применить имеющиеся знания, провести частичное или полноценное исследование, 

в процессе которого приобретаются новые знания и умения, способствует появлению у обучающихся интереса 

к математической деятельности и повышению математической грамотности. Акцент сделан на уравнения, 

решаемые методом исследования возможных остатков от деления одного целого числа на другое, с 

использованием свойств делимости, а также методом разложения многочленов на множители. 

Предполагаемая самостоятельная работа первоначально выполняется под руководством преподавателя, но 

это уже становится началом проявления активности студентов, элементом творческой деятельности, 

зарождается общее представление о развитии научного знания. Результатом является приобретение опыта 

самостоятельной работы, который является вкладом в будущую готовность к профессиональной 

конкурентоспособности, постоянному самообразованию. 
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Abstract. The organization of students' educational activities should be aimed at creating conditions for their 

involvement in independent research activities, which will stimulate deeper assimilation of knowledge, the formation of 

necessary competencies, and the growth of cognitive motivation. This is quite relevant in modern conditions of a 

decrease in the conscious understanding of the need to study mathematical disciplines, and the level of mathematical 

training, respectively. This article discusses the methodology of conducting classes in the discipline «Number Theory» 

using specially selected tasks that allow students to conduct independent research. The discipline was chosen taking into 

account the peculiarities of its content related to the possibility of illustrating its main provisions and their practical 

application with the help of research-type tasks. The main content is represented by Diophantine equations, the solution 

and compilation of which contributes to the assimilation of the logic of the study (analysis of the condition, definition of 

the problem, hypothesis, its verification and formulation of conclusions). The use of such tasks, which allow students to 

independently apply existing knowledge, conduct research, during which new knowledge and skills are acquired, 

contribute to the emergence of students' interest in mathematical activities and improve mathematical literacy. The 

emphasis is placed on the equations solved by the method of studying the possible residuals from dividing one integer 

by another, using the divisibility properties, as well as by the method of factoring polynomials. 

The proposed independent work is initially carried out under the guidance of a teacher, but this already becomes the 

beginning of the manifestation of students' activity, an element of creative activity, a general idea of the development of 

scientific knowledge is emerging. The result is the acquisition of independent work experience, which is a contribution 

to the future readiness for professional competitiveness, continuous self-education. 
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prime number; decomposition of polynomials 
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Введение 

Изучение математических дисциплин являет-

ся обязательной частью программ обучения в 

большинстве вузов. Это связано не только с тем, 

что трудно переоценить роль математики в со-

здании и развитии всей человеческой цивилиза-

ции. Активная математическая деятельность дает 

запас конкретных знаний и оказывает огромное 

влияние на формирование интеллектуальных ка-

честв каждого человека, развитие его мышления, 

помогает в повседневной жизни [Семенов, 2014]. 

Свойство универсальности математического язы-

ка и приобретаемых знаний используется при 

изучении других предметов, и не только таких 

родственных математике, как экономика, физика, 

или информатика, но и относящиеся к гумани-

тарному циклу. Однако успешность изучения ма-

тематических дисциплин зависит, прежде всего, 

от желания самих обучаемых овладеть этой 

наукой. А наблюдаемое сейчас общее снижение 

математической подготовки студентов, и как 

следствие, снижение мотивации изучения раз-

личных разделов математики требует особого 

подхода к организации обучения, отбору матери-

ала, разработке методик [Старостина, 2020; Ще-

тинина, 2020]. Немаловажным аспектом стано-

вится реализация условий, при которых приобре-

таемые знания участвуют в самостоятельной де-

ятельности по добыванию новых знаний и разви-

тию новых умений, в частности исследователь-

ских [Дробышева, 2018; Маркова, 2015; Павлен-

ко, 2015]. 
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В связи с этим организация качественной под-

готовки студентов невозможна без достаточного 

уровня творческой активности при изучении 

учебных дисциплин, при этом должна быть оче-

видна связь обучения с будущей преподаватель-

ской деятельностью и нацеленность на дальней-

шую самостоятельную работу по собственному 

профессиональному совершенствованию [Алма-

зова, 2020; Бакманова, 2021]. В таких условиях 

от преподавателя требуется соответствующее 

управление учебным процессом, создание усло-

вий для эффективной самостоятельной работы, 

что включает в том числе решение проблемы 

распределения времени, наполнения содержания, 

обеспечивающих подход, основанный на соб-

ственном желании студента выполнять предло-

женные преподавателем задания [Керимова, 

2014; Коваль, 2022; Мешкова, 2020]. 

Методы исследования 

Основными методами исследования являлись 

анализ литературы [Князев, 2021; Кузнецова, 

2015; Лидак, 2020; Михайленко, 2021; Овчинни-

кова, 2015; Печкунова, 2019], наблюдение и 

обобщение имеющегося опыта преподавания. 

Материал собран на основе проведения лекцион-

ных и практических занятий с использованием 

элементов самостоятельной исследовательской 

деятельности. 

Представленные в статье методические разра-

ботки могут быть применены на занятиях по тео-

рии чисел со студентами математических фа-

культетов педагогических вузов. 

Результаты исследования 

Теория чисел представляет собой довольно 

абстрактный материал, наполненный формаль-

ными понятиями. Воспринимать его студентам 

со слабой математической подготовкой достаточ-

но трудно. С другой стороны, с некоторыми по-

нятиями студенты знакомы с начальной и сред-

ней школы. Поэтому введение заданий, предпо-

лагающих использование имеющегося математи-

ческого опыта, опирается на понятия, примене-

ние которых очевидно для студентов, позволяет 

повысить мотивацию обучающихся, что приво-

дит к осознанной познавательной потребности, 

таким образом, изучение материала для обучаю-

щегося становится личностно значимым, прак-

тически востребованным [Гамова, 2016]. 

Таким образом, теоретико-числовой материал 

обладает значительным потенциалом для участия 

студентов в самостоятельной исследовательской 

деятельности как составляющей учебной мате-

матической деятельности и в контексте их про-

фессионального роста. Это определяется, в 

первую очередь, тем фактом, что числовой мате-

риал составляет базу программы школьной ма-

тематики. Учащиеся обладают достаточным за-

пасом знаний еще из начальной школы и некото-

рым опытом решения задач, оперирования ос-

новными понятиями. Вследствие этого студенты 

могут проводить с необходимой долей самостоя-

тельности исследовательскую работу уже на эта-

пе изучения теоретического материала. Кроме 

того, «Теория чисел» содержит достаточно задач, 

решение которых может представлять собой 

полноценное учебное исследование. Таким обра-

зом, студентам по силам справиться с основными 

моментами исследовательской работы: от осо-

знания проблемы, построения математической 

модели, ее решения и получения результата, ко-

торый может стать новым знанием. В этом смыс-

ле очень удобно использовать диофантовы урав-

нения, которые могут иллюстрировать примене-

ние различных теоретических положений дисци-

плины и являются моделями ряда задач. В итоге 

через содержание учебного материала можно во-

влекать обучающихся в исследовательскую дея-

тельность, формировать соответствующие уме-

ния и способствовать появлению познавательно-

го мотива. 

Конечно, несмотря на определенную подго-

товленность студентов, полностью самостоя-

тельно провести все шаги исследования и прийти 

к результату им довольно непросто. Студенты 

должны увидеть образец деятельности, провести 

исследование в сопровождении преподавателя, 

прежде чем смогут самостоятельно проявлять 

владение исследовательскими умениями. При 

решении диофантовых уравнений, а тем более 

при их составлении, они имеют дело с выполне-

нием алгоритма, который содержит необходимые 

шаги исследовательской деятельности, включа-

ющие элементы творчества. Такого рода задания 

наилучшим образом подходят для развития ис-

следовательских умений в рамках занятий по 

«Теории чисел». 

Решение диофантовых уравнений отличается 

разнообразием методов, они охватывают разные 

разделы и темы дисциплины. В частности, целый 

класс уравнений может быть решен с опорой на 

определение деления целых чисел с остатком и 

различные свойства делимости, причем многие 

свойства теории делимости могут быть получены 

как раз в процессе исследования специально по-

добранных задач [Хамов, 2018; Цюцюра, 2017]. 



Ярославский педагогический вестник — 2022 — № 5 (128) 

Г. Г. Хамов, Л. Н. Тимофеева 70 

К примеру, интересно использовать факт и, глав-

ное, его легко проверить, что при возведении це-

лого числа в квадрат меняются остатки, которые 

давало это число при делении на другое целое 

число, точнее, некоторые остатки оно уже давать 

не может. Это позволяет исследовать и, соответ-

ственно, составить целый класс уравнений, ре-

шаемых с использованием вышеприведенного 

свойства. Скажем, если рассмотреть деление на 

три, то среди остатков при делении квадрата це-

лого числа на 3 уже не будет остатка 2, а в слу-

чае, если делителем является 5, мы не сможем 

получить чисел 2 и 3 в остатке. Не составит тру-

да доказать с учетом этих условий неразреши-

мость на множестве целых чисел уравнений типа 

1) ;253)2;53 222  xyx n
 

3) .25)4;085 22  nxyxy  

Теперь приведем уравнения, решение которых 

опирается на свойства деления на простые числа, 

известные студентам из лекционного курса [Ха-

мов, 2021]. 

В качестве иллюстрирующего примера вос-

пользуемся следующим свойством: если, по 

крайней мере, один из множителей рассматрива-

емого произведения делится на заданное простое 

число, то и само произведение этих множителей 

будет делиться на это же самое число. 

Допустим, требуется решить уравнение 
2322 yx  . Среди делителей левой части будут 

простые числа 2 и 11, причем в первой степени. 

Справа стоит квадрат целого числа, поэтому пра-

вая часть должна делиться на вторую степень 

чисел 2 и 11, что противоречит утверждению, 

полученному для левой части. Делаем вывод об 

отсутствии решений. 

Или пусть дано, что квадраты некоторых це-

лых чисел не делятся на предложенное простое 

число p , не меньшее 3, и более того, в остатках 

деления не дают числа, сумма которых равна p . 

Тогда можем утверждать, что деление суммы 

квадратов двух целых чисел на предложенное 

простое число p , 3p , требует деления исход-

ных чисел на него. Проверкой легко установить, 

что, к примеру, это свойство характерно для чи-

сел 3, 7 или 11. 

Тогда можно решить следующее уравнение 

 2222 2022 tzyx  . Оно содержит четыре 

переменные. 

Одно решение очевидно:  0;0;0;0 . 

Отметим, что число 2022 делится на 3, но на 9 

уже делиться не будет, тогда как деление на 3 

суммы квадратов 
22 yx   возможно лишь при 

делении на это число обоих чисел ( x  и y ). Это 

определяет ограничение, что левая часть будет 

делиться обязательно на четную степень числа 3, 

а правая — на нечетную. Вывод: других решений 

не будет. 

Следующим этапом являются задания на со-

ставление уравнений с заранее заданными мето-

дами решения. Рассмотрим тот же самый метод 

решения: будем одновременно делить правую и 

левую части уравнения на известное число. 

Предложим в качестве делителя число 7. 

Студенты определяют числа, которые могут 

быть остатками от деления квадрата целого чис-

ла 
2x  на 7 (это множество чисел  4,2,1,0 ), та-

кие ограничения появляются при применении 

свойства деления степени числа и степени остат-

ка такого же порядка. Далее делается утвержде-

ние, что для неразрешимости составляемого 

уравнения необходимо, чтобы квадрат числа да-

вал остатки  6,5,3 . 

Обозначим остаток от деления — r , дели-

мое — a , неполное частное — q , тогда за осно-

ву берется формула rqa  7 , которая следует 

из теоремы о делении с остатком. 

Положим, 
2xa  , yq  , r  можно заменить 

любым числом, скажем 2022. В результате иско-

мое уравнение можно записать 202272  yx , 

и оно не будет иметь решений, так как левая 

часть при делении на 7 как раз дает остаток 6. 

Обучаемые могут дополнительно определить, 

что для неразрешимости уравнения, содержаще-

го 
3x , удобны будут остатки  5,4,3,2 . 

Можно записать более интересные неразре-

шимые уравнения этого же типа: 

rzyx n  772
, где 6;5;3r , а n  — нату-

ральное число. 

Поставим задачу сконструировать разреши-

мое в целых числах уравнение более общего ви-

да, имеющее в качестве делителя число 7. Возь-

мем наше уже составленное уравнение 

202272  yx  и добавим в левую часть слагае-

мое ax2 , затем выделим полный квадрат, приба-

вив к левой и правой частям 
2a . Далее число a  

подберем таким образом, чтобы остаток от деле-

ния суммы 
22022 a на семь принадлежал мно-
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жеству  4,2,1,0 , что гарантирует нам разре-

шимость уравнения. Пусть 3a . 

Итак, имеем 2022762  yxx  — искомое 

уравнение. 

Решим его с помощью равносильного перехо-

да к уравнению   203173
2

 yx . 

При делении на 7 правой части остаток ока-

зывается равным 1, следовательно, выражение 

 23x  должно давать тот же остаток, а 3x , 

соответственно, остатки 1 и 6, то есть тогда 

173  tx  и 673  tx . 

Тогда множество решений можно представить 

с помощью формул: 









285127

37

2 tty

tx
, 









281167

57

2 tty

tx
, 

Zt . 

По аналогии для самостоятельного исследо-

вания можно предложить составить уравнение 

третьей степени. 

Записываем вариант такого уравнения: 

5733 23  yxxx . 

Оно также является разрешимым, и множе-

ство решений представлено следующим образом: 









3276349

27

23 ttty

tx
, 









177510549

47

23 ttty

tx
, 









3010812649

57

23 ttty

tx
, Zt . 

Расширить множество исследуемых уравне-

ний можно также за счет увеличения числа пере-

менных и добавления коэффициентов к старшей 

степени уравнения. В частности, уравнения, по-

лучаемые по формуле   5777 2  myxrz n
, 

Zm , при 4;2;1;0r  не будут иметь реше-

ний в целых числах, так как остаток от деления 

выражения   27 xrz   на 7 не является числом 5. 

С другой стороны, составленные уравнения 

  5777 2  myxrz , Zm  разрешимы и 

имеют бесконечное множество решений, если 

число 6;5;3r . 

Примером может послужить уравнение 

200073 2  yx . Его решение имеет вид 









2841221

27

2 tty

tx
, где знаки в формулах 

одинаковые и Zt . 

Для дифференцирования заданий по уровню 

сложности также можно повысить степень урав-

нения и составить неразрешимые уравнения тре-

тьей степени, записываемые по формуле (слева 

любое число, дающее при делении на 7 число 5 в 

остатке)   577 3  nyxrz , при 

6;4;3;1;0r . 

Или, к примеру, разрешимое уравнение: 

572 3  yx . 

Множество решений: 









75412698

37

23 ttty

tx
, 









3515021098

57

23 ttty

tx
, 

 









6121625298

67

23 ttty

tx
, Zt . 

Можно разнообразить вид уравнений и пред-

ставить уравнения с коэффициентом, делящимся 

на 7 с остатком 5, при 
2x , 

3x : 

rzyx n  7712 2
, 4;2;1r . Решений 

нет. 

rzyx n  7726 3
, 6;4;3;1r . Решений 

нет. 

Несмотря на внешнюю простоту и доступ-

ность решения, требуется проявить определен-

ную фантазию и применить имеющиеся знания 

как для решения, так и для составления этих 

уравнений. 

Еще один способ решения и конструирования 

уравнений опирается на возможность разложе-

ния многочленов, входящих в него, на множите-

ли, с использованием известных формул. Эти 

множители приравниваются к делителям числа, 

которое должно остаться в правой части. 

В качестве примера рассмотрим уравнение: 

13222  yyx      121
22  yx    

   1211  yxyx . 

Так как сумма     xyxyx 211   — 

четное число, то оба числа 1 yx , 1 yx  

либо четные, либо нечетные. Возможные вариан-

ты: 
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







61

21

yx

yx
, 









61

21

yx

yx
, 









21

61

yx

yx
, 









21

61

yx

yx
. 

Множество решений: 

        1,4;3,4;3,4;1,4  . 

Аналогично можно предложить составить 

уравнение, решаемое данным методом, скажем, с 

применением формулы 

   cbyax     cabaybxxy  . 

Это уже задание более высокого уровня слож-

ности. 

Выберем в качестве коэффициентов при неиз-

вестных числа 31b , 65a , а 7c  — про-

стое число: 

   73165  yx    

720156531  yxxy    

20226531  yxxy  — искомое уравнение. 

При его решении переходим к совокупности 

систем: 









731

165

y

x
, 









131

765

y

x
, 









731

165

y

x
, 









131

765

y

x
. 

Записываем ответ в виде множества пар: 

        32,58;38,64;30,72;24,66  . 

Добавим в предыдущую формулу коэффици-

енты при переменных 

   bdbcyadxacxydcybax  .  (1) 

Правая часть этой формулы определяет тип 

неопределенного уравнения, которое можно ре-

шить с ее помощью. 

Требуется найти решение уравнения в целых 

числах: 

287552433  yxxy           (2) 

Сравнивая запись уравнения с формулой (1), 

приходим к системе: 















55

24

33

bc

ad

ac

. 

Из первых двух равенств можно сделать вы-

вод, что 3a  или 3a . При 3a : 11c , 

8d , 5b . Если взять 3a , то знаки чи-

сел c , d , b  меняются на противоположные, 

однако это не отразится на записи левой части 

уравнения (2). 

Чтобы левую часть уравнения (2) разложить 

на множители в соответствии с вышеприведен-

ной формулой, прибавим к обеим частям этого 

уравнения число 40bd : 

   24781153  yx . 

Приравниваем полученные множители 53 x  

и 811 y  к возможным делителям числа 247 , 

при этом отметим, что их произведение должно 

быть равно этому числу. Таким образом, найдем 

все решения уравнения (2): х = 6, 1y . 

Рассмотрим обратную задачу, составим урав-

нение с использованием формулы (1). В общем 

виде оно выглядит следующим образом: 

kbcyadxacxy  .         (3) 

Конструирование уравнения (3) начнем с за-

дания одного из коэффициентов, например, 

21ac , и выберем какой-то из вариантов воз-

можных множителей: 3a , 7c . Получаем 

уравнение    kdybx  73 . 

Отсюда, knm
ndy

mbx









,

7

3
. 

Для минимизации последующих вычислений 

логично взять в качестве чисел m , n  простые 

числа, например, 17m , 19n . Тогда 









197

173

dy

bx
. 

Имеем систему уравнений с двумя перемен-

ными первой степени относительно неизвестных 

величин. 

Найдем их решения 









5

23

tx

tb
, 









2

57

ty

td
, t  — целое число. 

Для иллюстрации результата примем 2t  

для первой системы, в таком случае 8b , 

3x ; а для второй 1t , тогда 12d , 1y . В 

результате наше искомое уравнение 

227563621  yxxy  имеет единственное 

решение 3x , 1y . 

Следующим шагом переходим к неопределен-

ному уравнению вида 

DCyBxyAx  22
,    (4) 
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решение и составление которого опирается на 

формулу: 

     22 bdyxybcadacxdycxbyax  . 

(5) 

Работу по созданию уравнения начнем с под-

бора начальных числовых данных: выбираем ко-

эффициент при одном из квадратов или задаем 

значение свободного члена. Примем 28ac , а 

точнее 7a , 4c . В результате приходим к 

системе ,
4

7









ndyx

mbyx
 где произведение nm   

будет играть роль свободного члена уравнения. 

В качестве решения искомого уравнения зада-

дим значения 2x , 3y , тогда, соответствен-

но, получим уравнения mb 314 , nd 38 . 

Решения их можно записать в виде следующих 

множеств: 









t

tm

tb
,

143
; 







t

zn

zd
,

83
 

Потребуем, чтобы числа m  и n  были про-

стыми, что позволит нам существенно миними-

зировать вычисления, когда будем решать со-

ставляемое уравнение. В соответствии с этим 

подбираем значения t  и z . Примем 3t , а 

11z , тогда 3b , 5m , 11d , 41n . 

Тогда искомое уравнение можно записать: 

205336528 22  yxyx , а 

    3;2,3;2   — множество его решений. 

Теперь перейдем к проблеме решения уравне-

ния (4). Используя формулу (5), разложим много-

член, стоящий в левой части приведенного ниже 

уравнения, на множители: 

122110 22  yxyx . 

И перейдем к системе 















21

1

10

bd

bcad

ac

. 

Первое равенство дает следующие возможные 

варианты: 2a , 5c ; 2a , 5c  или 

1a , 10c ; 1a , 10c . 

Возьмем 2a , 5c , тогда, решая систему 









21

152

bd

bd
, 

получаем числа 3b , 7d . 

Итогом является переход к равносильному 

уравнению: 

122110 22  yxyx    

   127532  yxyx . 

Проверка показывает: либо другие комбина-

ции a  и c  дают то же разложение, либо получа-

емая система не разрешима на множестве целых 

чисел. 

Результатом решения уравнения является 

множество     2;3,2;3  . 

Заключение 

Следует отметить, что перед обучаемыми ста-

вится цель не просто решить задачу, пусть даже 

исследовательского характера, а разобраться в 

алгоритме ее построения, научиться самим со-

ставлять задачи и придумывать новые алгорит-

мы. Причем задания построены по принципу по-

степенного усложнения, перехода от легких к 

более трудным, объем самостоятельного иссле-

дования на каждом уровне увеличивается, что 

позволяет студентам с любой подготовкой про-

чувствовать собственный успех, утвердиться в 

своих возможностях и повысить мотивацию к 

дальнейшей работе. Это отражается и на измене-

нии ближайших целей обучаемых: появляется 

направленность на более глубокое усвоение ма-

териала и на подготовку к освоению нового ма-

териала. 

Опыт проведения занятий с использованием 

данной методики показывает, что студенты ак-

тивно включаются в работу, видят ее результаты, 

математические знания становятся актуальными, 

причем интерес проявляется у студентов с раз-

ным уровнем подготовки. 

Таким образом, использование исследователь-

ских заданий подобного плана на практических 

занятиях по «Теории чисел» оказывает влияние 

на такие общие задачи учебного процесса, как 

повышение мотивации к изучению математиче-

ских дисциплин; рост познавательной активно-

сти студентов; практическое применение уже 

имеющихся знаний и полученных на лекциях 

теоретических положений; внесение вклада в 

формирование так называемых универсальных 

компетенций, в том числе способности осу-

ществлять целенаправленный поиск, критиче-

ский анализ и синтез получаемой информации, 

применять осознанный системный подход для 

решения поставленных задач, которые, несо-

мненно, пригодятся при изучении других дисци-

плин и в дальнейшей профессиональной дея-

тельности. 
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