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Аннотация. Статья посвящена проблеме организации самостоятельной деятельности обучаемых при 

изучении математических дисциплин, что является актуальным в современных условиях цифровизации 

образования, перестройки образовательных программ. Общество требует от специалистов способности к 

постоянному обновлению и расширению знаний и квалификации. Однако, современный выпускник не всегда 

готов к активному реагированию на меняющуюся профессиональную информацию и к постоянному 

самосовершенствованию. В связи с этим определяются новые цели обучения. Использование 

исследовательских задач на занятиях по математике позволяет включить обучающихся в активную 

самостоятельную деятельность при изучении учебного материала на разных этапах: открытие теоретических 

фактов, установление связей между понятиями и основными положениями, получение новых идей решения 

задач. Такие задачи способствуют формированию качеств мышления и личности студентов необходимых для 

дальнейшего профессионального становления. Цель работы заключается в представлении методики 

применения исследовательских задач для вовлечения студентов в самостоятельную работу при изучении теории 

чисел – одного из важнейших разделов курса математики высшей школы. В статье предлагается к 

рассмотрению технология конструирования неопределенных уравнений третьей степени, в решении которых 

используется теория делимости и теория сравнений. В процессе составления и решения таких уравнений 

студенты анализируют и устанавливают необходимые связи между параметрами, используемыми в записи. 

Далее, применяя известные положения теории чисел, делают выводы о необходимых условиях его 

разрешимости или неразрешимости и, выполняя цепочку рассуждений, приходят к искомому конкретному 

уравнению. Рассмотренная методика помогает появлению заинтересованности обучаемых в учебной работе, 

придает ей стимул, создает условия для организации самостоятельной деятельности.  
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уравнение; деление с остатком; простое число; теория сравнений 
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Abstract. The article is devoted to the problem of the organization of students’ independent activity in studying 

mathematical disciplines, which is relevant in modern conditions of education digitalization, restructuring of 

educational programs. Society demands from specialists the ability to constantly update and expand knowledge and 

qualifications. However, a modern graduate is not always ready to actively respond to changing professional 

information and to constant self-improvement. In this regard, new learning goals are defined. The use of research tasks 

in mathematics classes allows students to be engaged in active independent activity when studying educational material 

at different stages: the discovery of theoretical facts, the establishment of links between concepts and basic provisions, 

obtaining new ideas for solving problems. Such tasks contribute to the formation of the qualities of thinking and 

personality of students necessary for further professional development. The purpose of the work is to present a 

methodology for applying research tasks to involve students in independent work in the study of number theory – one of 

the most important sections of the higher school mathematics course. The article proposes to consider the technology of 

constructing indefinite equations of the third degree, the solution of which uses the theory of divisibility and the theory 

of comparisons. In the process of composing and solving such equations, students analyze and establish the necessary 

connections between the parameters used in the recording. Further, applying the well-known provisions of the number 

theory, they draw conclusions about the necessary conditions for its solvability or unsolvability and, following a chain 

of reasoning, come to the specific equation they are looking for. The considered methodology helps students to become 

interested in academic work, stimulates them, creates conditions for organizing independent activities. 

Key words: independent activity; research tasks; number theory; indefinite equation; division with remainder; prime 

number; theory of comparisons 
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Введение 

Реформы высшего образования предъявляют 

новые требования к способам преподавания, тех-

нологиям обучения. Вариант, при котором пре-

подаватель передает свои знания, а обучаемый 

является неактивным слушателем, давно изжил 

себя. Все меняется, окружающий мир диктует 

новые условия. Педагоги столкнулись с обучени-

ем «на удалёнке», с дистанционным обучением, 

которые поддерживаются цифровыми ресурсами 

[Вайндорф-Сысоева, 2021]. Появляются техноло-

гии смешанного обучения [Дербуш, 2021]. С уче-

том этих фактов приходится перестраивать рабо-

ту по реализации образовательных программ. 

При этом формы работы по образовательным 

программам по-прежнему предполагают непо-

средственно и работу в контакте с преподавате-

лем, и самостоятельную работу обучаемых. Кро-

ме того, анализ опыта преподавания в вузе пока-

зывает, что преподаватель все чаще сталкивается 

с интеллектуальной пассивностью студентов, 

нежеланием самостоятельно получать знания и 

находить различные способы решения задач, тем 

более их самостоятельно составлять, то есть про-

являть инициативу при изучении дисциплин. Это 

вызывает опасения, так как сейчас в большей 

степени востребованы специалисты, имеющие 

способности и желание обучаться, то есть обла-

дающие потенциалом к дальнейшему развитию и 

профессиональному росту [Лозовая, 2022; Рах-

манкулова, 2023; Саакова, 2022]. Человек может 

накапливать знания, умения, навыки в процессе 

именно самостоятельной деятельности, никакая 

передача их в готовом виде невозможна [Кравцо-

ва, 2022], что указывает на важность построения 

модели формирования опыта самостоятельной 

познавательной деятельности обучаемых [Смир-

нов, 2022].  

Немалую трудность при преподавании мате-

матических дисциплин в вузах вызывает изуче-

ние теоретической составляющей, так как требу-

ет особой организации мышления для осознания 

абстрактного материала, которое как раз и фор-

мируется с помощью математики, причем здесь 

решающую роль играет очное преподавание [Да-

лингер, 2020; Турахонов, 2021]. В этой ситуации 

передача абстрактного учебного материала при 

традиционном обучении связана с усвоением го-

товой информации, которая не имеет личностно-

го смысла, так как является целью и результатом, 

и не может являться мотивирующим фактором 

учебной деятельности. Для обучаемого она вы-

ступает в виде какой-то далекой и не очень по-

нятной перспективы применения знаний. Вот 

почему важно включить в образовательный про-

цесс технологии, задающие переход от учебной к 

профессиональной деятельности. Содержание 

образования должно поставить обучаемого в ак-

тивную деятельную позицию [Волкова, 2016]. 

Как показал опыт, изучение, например, дока-

зательств теорем, установление связей между 

https://elibrary.ru/PANGKH
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понятиями и фактами требует определенных 

навыков исследовательской работы, и в этом слу-

чае простая передача информации не достигает 

цели. В связи с этим становится актуальной ор-

ганизация учебно-исследовательской деятельно-

сти и, самое главное, обучение ее самостоятель-

ной реализации [Смыковская, 2021; Одинцова, 

2019]. У педагога появляется обязанность не 

просто передать определенный объем знаний, он 

должен научить применять их в образовательном 

процессе [Зикирова, 2020]. В этом смысле эф-

фективным является использование исследова-

тельских задач, а точнее их конструирование, что 

формирует интерес и активизирует познаватель-

ную деятельность студентов, а также может ис-

пользоваться для введения новых понятий [Гу-

сев, 2003; Смирнова, 2010]. Таким образом мето-

дики преподавания классических математиче-

ских дисциплин «требуют переосмысления в 

свете реалий сегодняшнего дня» [Егупова, 2022]. 

Методы исследования 

Основу исследования представляет разработка 

методики составления неопределенных уравне-

ний третьего порядка. Материал подобран с це-

лью включения обучаемых в самостоятельную 

исследовательскую деятельность. Был проведен 

соответствующий анализ литературы, касающей-

ся проблемы организации такого рода деятельно-

сти при обучении математическим дисциплинам 

[Гец, 2020; Дербуш, 2021; Леонтьева, 2018; Лозо-

вая, 2022; Менькова, 2023; Пшидаток, 2021; Сер-

геева, 2022], что определило актуальность про-

блемы. Данная методическая разработка приме-

нима при организации самостоятельной работы 

студентов, с целью приучения их к исследова-

тельской деятельности и повышения мотивации 

при изучении теории чисел. Именно самостоя-

тельная работа обучаемых здесь является глав-

ной целью реализации методики.  

Результаты исследования 

Приведём методические рекомендации для 

построения и решения задач арифметического 

содержания, использующие теорию делимости и 

теорию сравнений по модулю.  

Теория и практика, связанная с решением та-

кого типа уравнений относится к классическому 

разделу элементарной математики. Здесь нет 

необходимости записывать громоздкие формулы 

или применять сложные теоремы, всего лишь 

требуется аккуратность в рассуждениях, внима-

тельность при построении логических цепочек, 

базирующихся на довольно простых и известных 

понятиях теории чисел. Применяемая в данных 

задачах математическая теория дает четкий ал-

горитм получения ответа и исчерпывающий ана-

лиз рассматриваемого типа уравнений [Хамов, 

2021]. 

В качестве примера рассмотрим неопределен-

ные уравнения третьей степени [Хамов, 2021а; 

Хамов, 2021б]. 

Уравнение вида  

cbyax 3     (1) 

cba ,,  – целые числа, будет иметь целочис-

ленные решения, если сравнение 

 bcax mod3   

разрешимо в целых числах. Решениями этого 

сравнения являются числа, удовлетворяющие 

сравнению  bdx mod , то есть числа вида 

dbtx  , t . 

Подставляя найденные значения для пере-

менной x  в уравнение (1), получим формулу для 

переменной y : 

b

cad
tadabdttaby




3
2232 33 , 

параметр t  может принимать любое целочис-

ленное значение, k
b

cad


3

 – целое число. 

Общее решение уравнения (1) имеет вид: 









.,33

,

2232 tktadabdttaby

dbtx
  (2) 

При составлении разрешимого в целых чис-

лах уравнения (1) один из вариантов: вначале 

выбираем число b , то есть делитель относитель-

но которого будут исследоваться остатки от де-

ления левой и правой частей уравнения, напри-

мер, 8b . Заметим, что при таком выборе дели-

теля, числа a  и c  лучше выбирать нечетными. 

Далее выбираем число с, например, 2023c . Это 

число при делении на 8  дает остаток 7 . Выбира-

ем число a , например, 3a . Получаем уравне-

ние 

202383 3  yx  

Переходим к сравнению по модулю 8 : 

 8mod73 3 x     8mod5x    58  tx , 

t  – любое целое число. Находим множество ре-

шений полученного уравнения, по формулам (2): 
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.,206225360192

,58

23 tttty

tx
 

Например, при 1t , 3x , 263y . 

Другой вариант формул для нахождения ре-

шений уравнения (1): 

 















.,

,

3

t
b

cdbta
y

dbtx
 

Например: 

2023811 3  yx . 

Переходим к сравнению по модулю 8 : 

 8mod711 3 x     8mod73 3 x    

 8mod5x    58  tx , t . 

Формулы для переменных x , y  имеют вид 

 















.,
8

20235811

,58

3

t
t

y

tx
 

Например, при 2t : 11x , 2083y ; 

при 0t : 5x , 81y . 

Опишем методику решения и составления не-

определенных уравнений третьей степени, для 

решения которых надо использовать два метода: 

применение свойств теории сравнений и методов 

решения в целых числах уравнений первой сте-

пени с двум переменными: 

rczbyax 3    (3) 

числа rcba ,,,  – целые, удовлетворяющие 

следующим условиям: 

числа cb,  делятся на натуральное число p , 

то есть pmb  , pnc  ,   1; nmНОД , 1 knm ; 

числа ra,  подбираются так, чтобы сравнение 

 prax mod3     (4) 

было разрешимо. 

Решением сравнения (4) может быть не один 

класс вычетов по модулю p . Поэтому для полно-

го решения уравнения (3) надо рассматривать все 

случаи. 

Обозначим класс вычетов по модулю p , яв-

ляющийся решением сравнения (4),  ptx , 

t  – параметр, принимающий любое целочислен-

ное значение, число   – наименьший положи-

тельный вычет класса решений сравнения (4) по 

модулю p .  

Подставляем найденное значение для пере-

менной x  в уравнение (3): 

rczbyax 3    pnzpmyrax 3  

   
  nzykn

p

rpta



1

3
    

    tfnzykn 1 , 

 
p

ra
ataptaptf




3
232 33


 , 

p

ra 3  – целое число, так как число   – ре-

шение сравнения (4). 

Формулы для переменных zy,  находим из 

уравнения: 

   tfnzykn 1
.   (5) 

Переходя в уравнении (5) к сравнению по мо-

дулю n , получаем сравнение 

  ntfy mod , 

из которого следует равенство 

   unutfy ,  

u  может принимать любое целочисленное 

значение. 

Подставляя формулу для переменной y  в 

уравнение (5), находим формулу для переменной 

z : 

      tfnztfnukn 1    

      01  nztfknnukn    

   tkfmuz  . 

Множество решений уравнения (3) определя-

ется по формулам: 

 

 




















.,

,

,

,

ut

tkfmuz

tfnuy

ptx 
 

Пример. Для составления уравнения (3) вы-

бираем в качестве делителя p  относительно ко-

торого будут исследованы остатки от деления 

левой и правой частей уравнения – число 5.  

Заметим, что при делении целых чисел на 

число 5 могут быть получены все возможные 

пять остатков 0, 1, 2, 3, 4. Поэтому для составле-

ния разрешимого уравнения числа a  и r можно 

подобрать в любом варианте, например, 2a , 

3r .  

Выбор чисел b  и c  проводим в соответствии 

с условием mb 5 , nc 5 ,   1; nmНОД , 

1 knm : 4n , 2k , 9142 m . Полу-

чаем уравнение: 

320452 3  zyx .   (6) 
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Переходим к сравнению по модулю 5: 

 5mod32 3 x     5mod43 x    

 5mod4x     ztx ,45 . 

Подставляем формулу для переменной x  в 

уравнение (6): 

  32045452
3

 zyt    

25961205049 23  tttzy . 

Обозначаем  

 tfttt  259612050 23  

и получаем линейное уравнение относительно 

переменных zy, : 

 tfzy  49 .   (7) 

Для нахождения формулы для переменной y  

переходим к сравнению по модулю 4: 

  4modtfy      tfuy  4 , u . 

Подставляя формулу для переменной y  в 

уравнение (7), получим 

    tfztfu  449      utfz 92  . 

Общее решение уравнения (6) имеет вид: 

 

 

 
























.,

,259612050

,92

,4

,45

23

ut

ttttf

utfz

utfy

tx

 

В частности, при 2t  и 3u  получаем: 

6x ,   872 f , 99y , 201z ; 

4322 3 x ; 43232045  zy . 

Рассмотрим уравнение вида 

bayx  !3 ,   (8) 

y  – натуральное число, xba ,,  – целые числа. 

Исследуем данное уравнение методом вычис-

ления остатков от деления обеих частей на число 9. 

Куб целого числа 
3x  при делении на 9 может 

давать один из возможных остатков: 0, 1, 8. За-

метим, что если число b  при делении на 9 дает 

остаток отличный от 0, 1, 8, то при 6y  число 

!y  делится на 9 и поэтому уравнение (8) в целых 

числах в этом случае неразрешимо. Следова-

тельно, уравнение (8) может иметь решения при 

51  y . 

Для построения разрешимого в целых числах 

уравнения (8) выберем значения для переменных 

x , y , например, 4y , 5x . Подставляем эти 

числа в уравнение (8), получим линейное урав-

нение с двумя переменными a , b : 

12524 ba . 

Переходя к сравнению по модулю 24, полу-

чим  24mod5b    tb 245 , t  и мно-

жество решений линейного уравнения имеет вид: 









.,245

,5

ttb

ta     (9) 

Например, при 3t : 8a , 67b , полу-

чаем уравнение 

67!83  yx , 

которое имеет решение: 4y , 5x . 

Проверив еще значения 5,3,2,1y , убедим-

ся в том, что других решений полученное урав-

нение не имеет.  

Выбирая в формуле (9) другое значение для 

переменной t , получим уравнение вида (8), ре-

шением которого будут те же числа 4y , 

5x . При выборе другого значения параметра 

t  надо учесть то обстоятельство, что свободный 

член уравнения (8) – число b  не должно давать 

остатков 0, 1, 8 при делении на 9. 

Заметим также, что при построении разреша-

емого уравнения (8) значения переменных y , x  

может быть выбрано иначе, например, 5y , 

7x . В этом случае числа a  и b  удовлетворя-

ют равенству ba 120343 , решения которого 

находятся по формулам  









.,120103

,2

ttb

ta
 

Например, при 0t  получим 2a , 103b  

и уравнение имеет вид 

103!23  yx . 

Проверив возможные значения для перемен-

ной 5,4,3,2,1y  убеждаемся в том, что полу-

ченное уравнение имеет одно решение: 5y , 

7x . 

Опишем процесс составления и решения 

уравнений вида  

  rnzmtbyx  9!3    (10) 

ztx ,,  – целочисленные переменные, y  – 

натуральное, rnm ,,  – целые числа, 1 knm , 

k  – целое число; свободный член уравнения 

число r  выбирается так, чтобы остаток от деле-

ния его на число 9 не был равен 0, 1, 8. 



Ярославский педагогический вестник – 2023 – № 5 (134) 

Исследовательские задачи по теории чисел как средство формирования  

самостоятельной деятельности обучаемых 

115 

Так как при 6y  число !y  делится на 9, то 

уравнение (10) может иметь решения при 5y , 

так как куб целого числа 
3x  при делении на 9 

может давать остатки 0, 1, 8. Выберем для числа 
3x  остаток 8, а для переменной y , например, 

5y . Тогда из уравнения (10) получим сравне-

ние 

 9mod8120  rb     9mod83  rb , 

один из вариантов выбора: 2b , 2r . 

Выбор чисел m  и n : 5m , 2n , 2k . 

Получаем уравнение 

  2259!23  ztyx .   (11) 

Выбираем для уравнения (11) 5y , получим 

уравнение 

  2422593  ztx    (12) 

Переходим к сравнению по модулю 9: 

 9mod83 x    
 

 

 













9mod8

9mod5

9mod2

x

x

x
   















.,89

,59

,29

ssx

sx

sx
 

Подставляем найденные значения для пере-

менной x  в уравнение (12) и находим формулы 

для переменных t , z . 

При 29  sx  получаем уравнение 

 sfzt  25 ,   26125481 23  ssssf . 

Решая полученное линейное уравнение, нахо-

дим формулы для переменных t , z : 

  usft 2 ,   usfz 52  , u . 

Получаем первый вариант формул, дающих 

решения уравнения (11) 
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Например, при 2s , 1u : 20x , 5y , 

864t , 1729z , 80003 x , 

  80002259!2  zty . 

Аналогично находим формулы для решений 

уравнения (11) при 59  sx  и 89  sx , 5y . 
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При других возможных значениях перемен-

ной  4,3,2,1yy  уравнение (11) целых решений 

не имеет. 

Заключение. 

В процессе построения методики был прове-

ден анализ публикаций по проблеме разработки 

средств вовлечения студентов в самостоятель-

ную исследовательскую деятельность, а также 

учтен опыт авторов в преподавании математиче-

ских дисциплин. Результаты показывают, что 

при организации такого рода деятельности и 

преподаватели и студенты сталкиваются с про-

блемами, в частности, связанными с отбором со-

держания и учетом временных затрат. Представ-

ленный теоретико-числовой материал дает 

направление по дальнейшему поиску вариантов 

исследовательских заданий, направленных на 

стимулирование познавательной активности и 

самостоятельности обучаемых.  

Освоение студентами методов составления 

задач ставит их учебную деятельность на новый 

творческий уровень [Менькова, 2023]. А само-

стоятельная работа такого плана при изучении 

дисциплины помогает учиться замечать значи-

мые связи, строить рассуждения, вырабатывать 

свой подход к решению проблемы. Это дает но-

вый качественный уровень приобретения знаний 

на уровне их применения. 

Полезным является включение такого вида 

задач в содержание курсовых и дипломных ра-

бот, что способствует также повышению уровня 

новизны их содержания. 
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