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ТЕОРИЯ И МЕТОДИКА  

ОБУЧЕНИЯ И ВОСПИТАНИЯ 

УДК 37 

Н. Н. Новоселова, А. В. Ястребов 

Эксперимент как основа методики формирования понятия  

«порядок бесконечно большой величины» 

Статья посвящена методике формирования первоначальных представлений учащихся профильной математической 

школы о порядке бесконечно большой величины. В работе рассмотрены содержательно-методические линии математики и 

выявлена связь числовой и функциональной линий: как и к числам, к элементам функциональной линии (функциям) можно 

применить операцию сравнения. Определено множество сравниваемых функций и критерий их сравнения – порядок роста. 

Указан метод сравнения порядков роста бесконечно больших величин, сформулирована система определений, приведены 

примеры заданий для обоснования введенной системы. Показано, что средством формирования представлений о порядке 

роста бесконечно большой величины служит исследование функций средствами экспериментальной математики с помощью 

интерактивной математической среды. Предложенный способ является доступным и посильным для учащихся, в то время 

как традиционный (аналитический) способ сравнения и его приемы, приводимые в курсе математического анализа, могли 

бы оказаться малодоступными или даже совсем непонятными. 

Ключевые слова: профильная школа, порядок бесконечно большой величины, первоначальное представление, методика, 

математический эксперимент. 

THEORY AND METHODOLOGY OF TRAINING AND EDUCATION 

N. N. Novoselova, A. V. Yastrebov 

Mathematical Experiment as a Base for the Method of Formation  

of the Concept «Infinite Quantity Growth Rate» 

The article is devoted to the method of formation of the initial notions about the infinite quantity growth rate of pupils in 

mathematical high school. Here are considered substantial and methodical lines of Mathematics and is revealed the connection 

between numerical and functional lines in this paper: it is possible to use the comparison for elements of the functional line (to 

functions) as for numbers. The set of functions is defined along with the criteria of comparison, which is a growth rate. There is 

pointed the comparison method of the infinite quantity growth rate, is stated the system of definitions, are given the examples for 

justification of that system. Here is shown that the method of formation of these notions is the research of functions by means of 

Experimental Mathematics using the interactive mathematical software. This method is available and adequate for pupils, whereas 

the traditional (analytical) comparison method and its procedures of the Mathematical Analysis could be inaccessible or even 

unintelligible. 

Keywords: profession-oriented school, infinite quantity growth rate, initial notions, method, mathematical experiment. 

Хорошо известно [1, c. 148; 6, с. 35–36; 8; 10, 
с. 397], что изучение математики в средней школе 
группируется вокруг нескольких содержательно-
методических линий: 1) числа и вычисления; 
2) выражения и их преобразования; 3) уравнения 
и неравенства; 4) функции; 5) геометрические фи-
гуры и измерение геометрических величин; 
6) стохастика. Очевидно, что эти линии находятся 
в тесном взаимодействии. В нашей работе мы со-
средоточимся на взаимодействии двух из них, а 

именно на взаимодействии числовой и функцио-
нальной линий. 

Одним из важных умственных действий, кото-

рые выполняют школьники при изучении чисел, 

является сравнение. Прежде всего учащиеся 

начальной школы сравнивают числа в пределах 

первого десятка. Затем, при изучении многознач-

ных чисел, школьники учатся сравнивать числа в 

связи с цифрами разных разрядов. Например, они 

понимают, что первое из чисел вида  и  
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всегда меньше второго, независимо от того, какие 

цифры стоят в пустых рамках. Другим примером 

того же типа является решение неравенства 

, для которого существует всего не-

сколько ответов: 9 в разряде десятков и любая 

цифра в разряде единиц, а также 88 и 89. Далее 

школьники учатся сравнивать дроби с одинаковы-

ми знаменателями и одинаковыми числителями 

[2, с. 175], а затем учатся сравнивать десятичные 

дроби [3, с. 59]. Наконец, школьники осваивают 

два теоретических способа сравнения чисел. Пер-

вый из них является универсальным и связан с 

операцией вычитания: по определению , 

если . Второй способ применяется 

только к положительным числам и связан с деле-

нием:  тогда и только тогда, когда . 

Естественно попытаться применить операцию 

сравнения для функций или каких-либо классов 

функций. Сразу оговоримся, что сравнение функ-

ций во многих случаях является неестественным 

или даже невозможным. Например, крайне трудно 

придумать метод сравнения синуса и косинуса. 

Тем не менее, в школе изучается достаточно 

длинный список функций, которые являются мо-

нотонно возрастающими, бесконечно большими и 

положительными на луче вида . Таковы, 

например, линейная функция с положительным 

угловым коэффициентом, квадратичная функция с 

положительным старшим коэффициентом, сте-

пенная функция, показательная и логарифмиче-

ская функции (две последние с основанием, 

бо́льшим единицы). Сосредоточимся на сравне-

нии таких функций. 

Известно, что полномасштабное, регулярное 

сравнение бесконечно больших функций осу-

ществляется в курсе математического анализа [7, 

с. 112–116] чисто аналитическим путем с исполь-

зованием теории пределов, дифференциального 

исчисления, в частности, с использованием пра-

вила Лопиталя. Использование сложной техники 

изучения бесконечно больших величин недоступ-

но (или малодоступно) для школьников. Между 

тем было бы вполне естественным сформировать 

у школьников, особенно у учащихся профильных 

математических школ, представление о том, что 

две бесконечно большие величины могут расти с 

одинаковой скоростью, с разными скоростями, 

могут иметь разный порядок скорости роста и т. п. 

Отмеченное противоречие может быть разре-

шено в рамках экспериментальной математики. 

Такой подход является вполне естественным, по-

скольку в настоящее время в педагогическом со-

обществе начинает формироваться представление 

об экспериментальной математике как о содержа-

тельно-методологической линии школьного курса 

математики [9], а сама возможность эксперимен-

тирования служит одной из основ исследователь-

ского обучения [10]. Кроме того, педагогические 

возможности экспериментальной математики об-

суждались и были внесены в резолюцию III Все-

российского съезда «Школьное математическое 

образование» как новый подход к изучению мате-

матики [5]. В данной статье предпринята попытка 

создания методики формирования понятия «поря-

док бесконечно большой величины» с помощью 

интерактивной математической среды (ИМС). 
Прежде всего проектировщик методики дол-

жен выбрать метод сравнения двух бесконечно 
больших функций. Выбор невелик, поскольку в 
процессе сравнения двух функций можно соста-
вить либо их разность, либо их частное, а затем 
анализировать полученный результат. Покажем, 
что использование вычитания при сравнении двух 
бесконечно больших величин оказывается неудоб-
ным в самых разных смыслах, а использование 
деления – удобным. 

Первая причина неудобства в использовании 
разности носит, условно говоря, аппаратный ха-
рактер. Дело в том, что при составлении разности 
функций и просмотра графика разности утрачива-
ется значительная часть визуальной информации. 
Пусть, например, мы сравниваем бесконечно 

большие функции  и  и со-

ставляем их разность . Совсем 

нетрудно отдать команду ИМС GeoGebra постро-

ить график функции , однако попытка 

школьника увидеть график функции в окрестно-

сти значения аргумента  (отнюдь не 

большое число!) приведет к тому, что оси исчез-
нут из поля зрения, на экране появятся написан-
ные координаты диагональных углов экрана, а 
график превратится в прямую, визуально неотли-
чимую от вертикальной. Совсем иную картину 
увидит школьник, если мы составим частное ис-

ходных функций  и построим гра-

фик функции . Здесь становится очевидным, 

что с ростом аргумента значения частного функ-
ций становятся все меньше и меньше и практиче-
ски не отличаются от нуля (рис. 1). Получается, 
что числитель и знаменатель дроби растут и стре-
мятся к бесконечности, а сама дробь уменьшается 
и становится бесконечно малой. На интуитивном 
уровне понятно, что знаменатель растет «быст-
рее» числителя. 

Вторая причина неудобства в использовании 
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разности носит содержательный характер. Прежде 
всего, часто встречаются ситуации, когда школь-
ник в принципе не сможет получить никакой ин-
формации, которая позволяла бы ему сравнить две 
функции. Рассмотрим, например, две бесконечно 
большие возрастающие функции: 

 и . Их разность 

 невозможно срав-

нить с нулем, поэтому школьник вряд ли сможет 
решить, растут ли эти функции с одинаковой ско-
ростью или одна из них растет быстрее другой. 
Картина сильно изменится, если для сравнения 

скоростей роста будет использовано частное 
функций. Действительно, 

, и на графике 

этой функции наглядно видно, что при стремле-
нии аргумента к бесконечности значения функции 
стремятся к единице (рис. 2). Получается, что 
числитель и знаменатель дроби растут и стремят-
ся к бесконечности, а сама дробь ограничена и 
приблизительно равна единице. На интуитивном 
уровне понятно, что скорости роста числителя и 
знаменателя «примерно одинаковы». 

 

Рисунок 1 

 

Рисунок 2 
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Кроме того, при использовании разности 

функций часто встречаются ситуации, когда ин-

формация о разности не является достаточной 

для какой бы то ни было интерпретации. Рас-

смотрим, например, три простые функции: 

,  и 

. Очевидно, что все три разно-

сти: ,  и 

 – стремятся к бесконечности. В 

силу идентичности информации о трех разностях 

школьник будет испытывать серьезные затрудне-

ния при попытке понять, в чем же разница между 

тремя бесконечно большими функциями. Карти-

на сильно изменится, если для сравнения скоро-

стей роста будет использовано частное функций. 

Действительно, с помощью графиков, которые 

легко построить с помощью ИМС, можно будет 

наглядно увидеть, что , , а 

. Для школьников очевидно, что инфор-

мация о трех частных функций отнюдь не иден-

тична, а кое-кто может догадаться, что в кон-

струировании предельных значений участвуют 

коэффициенты при . 

Проделав со школьниками все вышеперечис-

ленные несложные эксперименты, учитель может 

сформулировать систему определений: 

− Две бесконечно большие функции  и 

 эквивалентны, если , при . 

− Две бесконечно большие функции  и 

 имеют одинаковый порядок, если 

, при . 

− Две бесконечно большие функции  и 

 имеют разный порядок, если , при 

. При этом  является бесконечно 

большой функцией более высокого порядка, чем 

. 

− Две бесконечно большие функции  и 

 несравнимы, если отношение  не имеет 

предела. 

Предложим несколько заданий, с помощью 

которых может быть выявлена математическая и 

педагогическая целесообразность работы с при-

веденной системой определений.  

Задание 1. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и 

.  

Обсуждение. С помощью построения графи-

ков в ИМС нетрудно продемонстрировать, что 

. Применяя определения, мы 

видим, что изучаемые функции являются неэкви-

валентными бесконечно большими функциями 

одного порядка.  

Проделав достаточное количество экспери-

ментов с различными линейными функциями, 

школьники могут естественным образом прийти 

к следующей гипотезе: для двух линейных 

функций  и  с по-

ложительными угловыми коэффициентами имеет 

место соотношение . Если эта гипо-

теза справедлива, то школьники могут сделать 

два вывода – математический и физический. 

Вывод 1, математический. Все непостоян-

ные линейные функции имеют одинаковый поря-

док роста. 

Пусть аргумент  имеет физический смысл 

времени, а функция  – физический смысл 

координаты материальной точки на прямой. То-

гда формула  является законом 

движения тела со скоростью  и начальной коор-

динатой . Физическая интерпретация математи-

ческой формулы позволяет прийти к следующе-

му выводу. 

Вывод 2, физический. Все законы прямоли-

нейного равномерного движения тела являются 

бесконечно большими величинами одного по-

рядка. 

Заметим, что,  говоря о справедливости гипо-

тезы, мы употребили и подчеркнули слово «ес-

ли». Дело в том, что сколь бы убедительны ни 

были проведенные эксперименты, утверждение 

гипотезы пока не получило дедуктивного доказа-

тельства. Хотя такое доказательство вряд ли 

уместно в школе, сама формулировка гипотезы 

дает школьникам перспективы для дальнейшего 

изучения анализа. Впрочем, в математической 

школе всегда найдется группа учащихся, для ко-

торых дедуктивное доказательство окажется 

вполне посильным. 

Задание 2. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и 

.  

Обсуждение. С помощью построения графи-

ков в ИМС нетрудно продемонстрировать, что 

. Применяя определения, мы 

видим, что изучаемые функции являются неэкви-
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валентными бесконечно большими функциями 

одного порядка.  

Проделав достаточное количество экспери-

ментов с различными квадратичными функция-

ми, школьники могут естественным образом 

прийти к следующей гипотезе: для двух квадра-

тичных функций  и 

 с положительными стар-

шими коэффициентами имеет место соотноше-

ние . Если эта гипотеза справедлива, 

то школьники могут сделать два вывода – мате-

матический и физический. 

Вывод 3, математический. Все квадратич-

ные функции имеют одинаковый порядок роста. 

Пусть аргумент  имеет физический смысл 

времени, а функция  – физический смысл 

координаты материальной точки на прямой. То-

гда формула  является за-

коном равноускоренного движения тела с уско-

рением , с начальной скоростью  и начальной 

координатой . Физическая интерпретация мате-

матической формулы позволяет прийти к следу-

ющему выводу. 

Вывод 4, физический. Все законы прямоли-

нейного равноускоренного движения тела явля-

ются бесконечно большими величинами одного 

порядка. 

Задание 3. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и 

, где . 

Обсуждение. Данную задачу естественно 

решать двумя способами: экспериментально, как 

мы делали раньше, и теоретически, на основании 

формулы . С помощью 

формулы мы легко получим, что 

. В силу этого мы видим, что 

изучаемые функции являются неэквивалентными 

бесконечно большими функциями одного 

порядка. Итак, мы пришли к следующему 

выводу. 

Вывод 5. Все логарифмические функции, 

основания которых больше 1, являются 

бесконечно большими функциями одинакового 

порядка.  

Заметим, что мы могли бы представить 

физическую интерпретацию данного вывода, 

если бы воспользовались формулой емкости 

цилиндрического конденсатора. Впрочем, это 

увело бы нас далеко от основной линии 

изложения.  

Приведем примеры заданий, касающихся 

бесконечно больших функций разных порядков. 

Задание 4. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и , где 

. 

Обсуждение. С помощью построения графи-

ков в ИМС нетрудно продемонстрировать, что 

. Применяя определения, мы 

видим, что изучаемые функции являются беско-

нечно большими функциями разных порядков, 

причем порядок функции  выше, чем поря-

док функции . Итак, мы обосновали следу-

ющий вывод. 

Вывод 6. Две степенные функции с разными 

показателями являются бесконечно большими 

разных порядков, причем порядок функции с 

бо́льшим показателем степени выше. 

Аналогичный вывод можно сделать для двух 

показательных функций с разными основаниями.  

Наконец, приведем примеры заданий с 

разнотипными функциями, направленные на 

формирование представления о порядке роста 

различных функций. Естественно, вычисление 

некоторых пределов отношений может оказаться 

весьма затруднительным для многих 

школьников, поскольку необходимая 

математическая техника не изучалась ими. 

Однако использование ИМС существенно 

облегчает для них нахождение этих пределов. 

Заметим, что мы уже сравнивали порядки 

двух бесконечно больших функций  и 

. Увеличим показатель степени у 

первой функции, уменьшим основание у второй 

функции и решим следующую задачу. 

Задание 7. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и . 

Обсуждение. С помощью построения графи-

ков в ИМС школьникам нетрудно показать, что 

. Применяя определения, они ви-

дят, что данные функции являются бесконечно 

большими функциями разных порядков, причем 

порядок функции  выше, чем порядок 

функции . Таким образом, школьники полу-

чают тот же самый вывод, что и для другой пары 

функций типа показательная – степенная. А это 

дает определенные основания для следующего 

вывода. 

Вывод 7. Любая показательная функция с ос-

нованием большим единицы является бесконечно 

большой более высокого порядка, чем любая 
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степенная функция с показателем большим еди-

ницы. 

Задание 8. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и , 

где  и . 

Обсуждение. Выполнив необходимые по-

строения в ИМС, школьники смогут продемон-

стрировать, что . Применяя 

определения, они видят, что данные функции яв-

ляются бесконечно большими функциями разных 

порядков, причем порядок функции  выше, 

чем порядок функции . Таким образом, 

школьники приходят к следующему выводу. 

Вывод 8. Любая степенная функция с показа-

телем большим единицы является бесконечно 

большой более высокого порядка, чем любая ло-

гарифмическая функция с показателем бо́льшим 

единицы. 

Заметим, что мы сравнили порядки роста двух 

пар функций: степенной и показательной, лога-

рифмической и степенной. Осталось сравнить 

порядки роста показательной и логарифмической 

функций. 

Задание 9. Сравните порядки бесконечно 

больших функций  и , 

где  и . 

Решение 1, экспериментальное. С помощью 

построения графиков в ИМС школьники легко 

могут показать, что . Применяя 

определения, они видят, что изучаемые функции 

являются бесконечно большими функциями раз-

ных порядков, причем порядок функции  

выше, чем порядок функции . 

Решение 2, теоретическое. Рассмотрим пре-

дел отношения данных функций и домножим 

числитель и знаменатель на . Получим 

, где  и 

. Даже школьник может на интуитивном 

уровне понять, что если каждый сомножитель 

стремится к нулю, то и все произведение стре-

мится к нулю. Тогда отношение  и, по 

определению, порядок функции  выше, чем 

порядок функции . 

Решив задачу двумя способами, мы пришли к 

одному и тому же результату, который сформули-

руем в виде следующего вывода. 

Вывод 9. Любая показательная функция с ос-

нованием большим единицы является бесконечно 

большой более высокого порядка, чем любая ло-

гарифмическая функция с показателем большим 

единицы. 

Учащимся математической школы не всегда 

посильно аналитическое сравнение порядков ро-

ста функций в силу незнания определенных при-

емов. В свою очередь, использование ИМС мо-

жет позволить «увидеть» то, что было бы невоз-

можно сделать, используя лишь лист бумаги, 

ручку, линейку и карандаш. Таким образом, по-

лучается, что, действуя «полукустарными» сред-

ствами, в одних случаях теоретически, в других – 

экспериментально, школьники могут освоить 

достаточно большой массив фактов, касающихся 

понятия «порядок бесконечно большой величи-

ны». 
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